GEOMETRIA NO EUCLIDIANA:

El 1759 d'Alembert

(1717-1813)

D'EUCLIDES A GAUSS
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Quasi cincuanta anys més tard el gran Lagrange (1736-1813)

escrigué una memSria sobre les paral.leles.

En presentar-la a

1'Acad@mia francesa va interrompre la seva lectura i exclami:
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Quina &s la natura de les dificultats que impedien a mate-

mitics de la categoria d'un Lagrange

ma de les paral.leles, vell ja de més de dos mil anys?
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trospectivament, la rad matemdtica fonamental ben possiblement

&s que el pla hiperbdlic no es pot sumergir isomé&tricament d‘una

Tt
1 L

I
o]

T
‘_
o)
ct
W]
o
i}
|.J.
O

esp

Hilbert nublici

~~~~~~~ - P

el 19

(o]
|
[

=

per exemple en l'apéndix V del

Géom&trie" (Dunod, Paris, 1971).
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teixen immersions de classe C° , perd que en canvi existeixen

immersions de classe C~ . Aquest darrer resultat &s de Kuiper

Entre elles cal mencionar la creenga que la geometria eucliciana
8s la descripcid vertadera de l'espai fisic. Aquesta creenga,
estretament relacionada amb les formes d'intuicib de l'espai, ama
ga, o tendeix a ignorar, la natura logica del problema d'una fo-

namentacid rigurosa de la gecemtria elemental.

L'objecte d'aquestes notes &s de fornir una certa perspec-
tiva histdrica de les formes concretes gue han adoptat les difi-
cultats esmentades en el llarg periode "prehistdric" de les geo-
metries no euclidianes, o sigui, anterior a la publicaci& dels
primers escrits sistemdtics per J. Bolyai i Lobatschewski.

e at merfade aca
Aguest periode aca

tensivament una geometria no euclidiana al llarg del primer quart
del segle XIX i que s'adoné&s que aquesta era igual a l'euclidia-
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re el tema fora de la seva correspondéncia. n
aguest periode prehistdric hi inclou també Taurinus , conegut
per haver proposat un model de la geometria hiperbdlica basat

en la trigonometria esfé&rica.
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La uiSta
de 1l'any 300 A.C., quan Euclides escrigué els tretze volums dels
seus Elements. Ja aleshores hi havia a Gré&cia una rica tradicid

matemdtica i es pot considerar que els Elements sistematitzen una

part important d'aquest coneixement. Una mica esquemiticament

¢a, que e
exemple, la infinitat dels nombres primers o la irracionalitat

de +/2) . Els tres darrers es destinen a la geometria de l'es-
pai i de diversos cossos, com ara pirdmides, cons, cilindres i

regulars.

els

ductor del métode axiomdtic en les matemidtiques. Concretament,
parteix de 23 definicions i enuncia 5 postulats i 5 nocions comu-
nes i sistemd3ticament demostra centenars de proposicions. Per

nosaltres serd suficient de considerar breument els postulats i
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€ 185 420
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inicions, algunes s6n explicacions sobre el que realment sbn
termes primitius (com ara "el punt &s el que no té extensid") i
altres s6n definicions en el sentit corrent, com ara la defini-
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cid de cercle, centre i didmetre (definicions 16, 17 i 18) i la

de rectes paral.leles (definicid 23).

Que es pot menar una recta d'un punt qualsevol a

qualsevol altre punt.

Que es pot perllongar continuament un segment de rec

e mam T o
Lad eIl 1ilild L

Oue es pot tragar un cercle amb gualsevol punt per

centre i de qualsevol radi.

Que dos angles rectes sb6n iguals.
Que si dues rectes s
de manera que la suma dels angles interns d'una ma-

teixa banda sigui inferior a dos rectes, aleshores
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les aues eCiled eb tallgll de 4id adlildd de 1Ld tr4adiisver
sal en qud la dita suma &s inferior a dos rectes.

Les quatre primeres nocions comunes sfn realment propie -

tats formals de la igualtat.

la part".

La quinta &s "el tot &s major que



remarcar hi ha:
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P.32.
P.47,

P.48

Criteri CAC de congruéncia de triangles (1)(*)

Criteri CCC. (2)

Existéncia de punt mig d'un segment.
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Un angle exterior d'un triangle &s superior a gual

interior oposats.

sevol dels angles
dos angles d'un triangle sumen menys de dos rectes.
Criteris ACA i CAA (3)

Dues rectes sbn paral.leles si existeix una trans-
versal que fa amb elles angles interns alterns

iguals.

Reciproc de la proposicib 28 (per primera vegada
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Els angles d'un triangle sumen dos rectes.

Teorema de Pitdgores i reciproc.

L'ideal dels Elements

L'ideal gque Euclides perseguia en els Elements no era asso

lit de bon trog¢.

Aquest ideal, esséncia del métode axiomidtic,

(*) Vegeu ies Notes al final
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&s que una demostracif no &s correcta si en ella hi intervenen
nocions que no siguin o b& primitives o b& que s'hagin definit
préviament a partir de les primitives, ni si s'empren enunciats

o ha ronnod -
s R e \JtJU =% 5

n
14

Derivant com deriven les nocions geomé@triques de formes
d'intuicidé arrelades en experiéncies sensibles, les dificultats

per desenvolupar la geometria elemental seguint les estrictes

molts d'altres la mateixa intuici® geomé@&trica el va trair. Po-

saré alguns dels exemples m&s visibles.

En la P.1 (construccié d'un triangle equiliter de cos -

tat donat) presuposa un axioma de continuitat.

En la P.4, criteri CAC, empra la nocif de "superposicid

de figures", quan la nocif de moviment no estd justificada en el

seu sistema i menys que les propietats d'una figura restin inva
viants en o1 moviment {Por cert oune Fuclidee actaxya nreociy -
L icilCo Tl T4 UV LduTlillive AL Lol L,y JUO DUCLLLUCS Tovava pLatiotu

pat per 1'fis d'aquest principi es deduix del fet que guan pot
passar-se'n, ho fa, encara gque la demostracif resultant sigui

molt m&s complicada).

Moltes demostracions sdn arguments sobre un diagrama, com

- PO ISR e B 4 | . P, FERY — 1 -
Uil sScqgiliciitj , €l 1a

e 1 . 1IN fnerd ~L X
2il l1a pPLOpUDLCLO 1V fealseel
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gque presuposa que la recta CC' (fig. 1) talla la recta AB

en un punt interior al segment AB .

Figura 1

L'ideal d'Euclides no fou assolit en forma completa  fins a
final del segle XIX. De tots els sistemes proposats, el més
prdxim en esperit al sistema d'Euclides &s el proposat per Hil -

-

Fonaments de la Geometria (1899) (vegeu l'edi-

La posicid del Postulat V

El paper jugat pel Postulat V en els Elements es desco -

breix examinant les-proposicions 27, 16, 17 i 29.
t
c? A /
R /\/a u —
al” ——

—~ X — -
-~ .
Figura 2
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Demostraré la P.27 fent servir la P.4 ; en els Elements
es procedeix d'una altra manera. Considerem dues rectes u i

ransversal t' que forma amb elles angles

u gue admeten una

o

interns alterns iguals (fig. 2). Siguin A i B els punts

d'interseccis de t amb u i u' , respectivament.

Raonarem per l'absurd. si u i u' no fossin paral.

leles, aleshores tindrien un punt C en comi. Podriem

prendre C' sobre u tal que AC' = AC 1 aleshores, per 1la
P.4 , els triangles BAC' i ABC serien congruents. S'en de-

dueix de seguida que C'BA &s suplementari de 1l'angle a i
per tant que C' estd sobre la recta u , la qual cosa contra-

diu el primer postulat.

Corol.lari: dues rectes perpendiculars a una tercera sén

Per demostrar la P.16
A Per demostrar la P.1l6 ,
/// tracem el raig r d'origen A i
/<// formant un angle b amb el raig
2 b — —_—
ﬁ//4<i:j'”-‘7 r -AB (fig. 3). Aguest raig &s
/ N paral.lel a BC , per la P.27 ,

/// \\\\\\ " de manera que no talla el segment
b C
éfi,,,-*”””"/’*’—) BC . Per tant el raig r no &s

B
entre els raigs AB i AC .
Y rnivra 2
J_J_a\.«l.l.u -
Per demostrar la P,17 ,
mireu la fig. 4 on veiem que a + b < a + b' = un recte.
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Figura 4 Figura 5

Considerem ara dues rectes u i u' , com en la fig. 5

e

una transversal t que forma angles interiors d'un costat a

[ aead

b . Aleshores del que hem dit tenim que:

- 8i a + b =dos rectes, u i u’' sbn paral.leles.

- S8i u i u' es tallen del mateix costat de t que

els angles a i b , aleshores a + b < dos rectes.

uf &s on es veu que s
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tat que es dongui una situaci on a + b < dos rectes i on no
obstant u i u' s6n paral.leles, t& necessitat d'emprar un
postulat addicional. El1 postulat que ell escull &s el postulat
V . E1l fet de recondixer explicitament la necessitat d'un tal

axioma per evitar 1l'existé&ncia de mé€s d'una paral.lela el conver

Critiques posteriors del postulat V

Els successors d'Euclides foren més euclidians que Euclides, en
72



el sentit que durant segles estigueren convenguts, per raons di

verses, que el postulat V s'hauria de poder demostrar, i molts

cregueren que l'havien demostrat. E1 parany en qué@ queien adop-

ta sempre la forma dfemprar en l'argument, dfuna manera mé&s o

no estd justificada l18gicament

. s
cita, una proposici

[STREe}
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N . PR ey ——d T e B PN
ue Cconsigerernl evigenc pero gque
t

: . . s .
ins del sistema axiomdtic 4'Eu-

clides. A posteriori ha resultat que aquestes proposicions s6n

enunciats equivalents al postulat V.

Pren dues paral.leles, una transversal i angles interns

d'una banda a i b (fig. 5).

//// Vol demostrar que a + b = dos
yd rectes. Per Tolomeu &s evident
/
o (L ot . . e .
a ) < que si a b fos major que dos

hf?”ﬁ:' rectes, aleshores tamb& ho seria
/// per qualsevol altra transversal
de qualsevol altre parell de pa-

ral.leles. En particular a' + b

Proclus (410-485)
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que &s un teorema gque involucra moltes dificultats
i que Tolomeu, en un cert llibre, es va proposar de
resoldre. L'enunciat que si dues rectes convergei-
x¥en m&s i m&s arribaran a intersecar-~se &s plausi-

ble, perd no necessari.

Proclus addueix 1'exemnle d'una h

....... (=3 A - S TACRPLCT L83

ipé&rbola i una assImptota gque

s'apropen indefinidament sense tallar-se. Una rad que dbéna Pro-
clus, per reforgar la seva creenga que el Postulat V &s un teo-
rema, es que no li sembla possible que una proposicidé la inver

sa de la qual &s demostrable no sigui ella mateixa demostrable.

\\\\t La demostracif que proposa
A B' “
T~

\75\\ fig. 7). Siguin u i u' paral.

Proclus &s la seglient (vegeu la

Figura 7 Pren un punt B sobre t , entre
u i u', i el punt B' , peu
de la perpendicular a u per
B . Quan B s'allunya indefinidament de A , BB' <creix inde-

finidament. Per tant, diu Proclus, com la distdncia entre u i

Wallis (1616-1703)
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bitrdriament gran i amb aguesta

\\E premisa demostra el Postulat V
\ _A_
u aixi (vegeu la fig. 8): Sigui
C :_25\\B
. P el peu de la perpendicular a
~ - Bi
ey nt -
: - u' per A , sigui t una recta
P
per A distinta de u, i B un
Figura 8
nimt aenhra + antra 11 4 1!
punt sobre t entre i u',
on u i u' s6n paral.leles. Sigui APB' un triangle semblant

al triangle ACB , B' sobre t , on C &s el peu de la perpen-
dicular a AP per B . Aleshores B' &s un punt comfia t i

u' .

Durant un periode de guasi trenta anys Adrien Marie Legen-
dre publicd moltes "demostracions" del postulat de les paral.le-
les en les successives reedicions del seu llibre de text élements

de Géométrie, el qual tingué una gran influé&ncia en 1'ensenyament
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~quadrats, el teorema de reciprocitat quadrdtica en teoria de nom-

bres, els polinomis que porten el seu nom i molts teoremes de geo
postulat de les paral.leles.

Una de les demostracions de Legendre del Postulat V &s la

seglient (fig. 9). Sigui u una recta, P un punt exterior a
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ella. Sigui Q el peu de la perpendicular a u gue passa per

P i u' 1la perpendicular a PQ per P . Aleshores u és pa-
ral,lela a u . Sigui r una recta per P distinta de u' .

Es tracta de veure que r talla u . Sigui R un punt de r
entre u i u' . Prenem R' 1l'altra banda de PQ tal que

angle OQPR' = angle QPR . Ara Q &s un punt interior a 1l'an-
gle R'PR i la recta u passa per Q . Per tant (segons Legen

dre) u talla al menys un dels costats d'aquest darrer angle.
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el costat PR' , diguem en el punt S , aleshores podem consi-

derar el punt T sobre la semirecta PR tal que PT = PS .

F o T S TR ~ 1 Aan® o Y o ™mao =2 PopupTy N, RPN -7 Aen o Y ™Am
LU aguestia llialleld €1 LLidinglie Yo es5 Selilalit al Lrliangie Pyl
{(criteri CAC) . En particular 1l'angle PQT &g recte i T &s
incident amb u' . Per tant r i u' es tallen.
W. Bolyai (1752-1833)

TN cmven o e de e P | M deval ~da X7 - P - ok a1 A~ 1 v ] w2 meam o e e am

UellivoiLlia ©i1 ruvosutuladc a paltdil U 1a HSUpuslelo yuc PGL
tres punts no aliniats gualssevol hi passa un cercle. La seva



demostracif &s com segueix. Pren u, P, Q, u' i r com en la
de Legendre. Tot seguit considera un punt entre P

i Q, diguem A (fig. 10) . Sigui B el seu simdtric respecte

- L/
~_ . °/
p / iy
/R \\\\\»r
A Y
5 o] u

de u i C respecte de r . Posem R per designar la intersec-

ci6 de AC amb r . Comgque A, B i C no s6n alineats, podem
considerar el cercle que passa per ells. El centre d'aquest cer-

+ 3 s -~ - 4 =2
inci amb r iamb u, car r i u s6

s

cle &s

En la seccif anterior hem explicat algunes de les demostra-

cions del Postulat V proposades per matemidtics que a priori creien

man = oy SRR 3 E IR Ty RSV . RO
qu una demostracib directa. Com hem dit

o

~ Y O e By 3
er pPCSsl

o

abans, aquestes demostracions es basen en la suposici& d'un enun-
ciat que retrospectivament sabem que &s equivalent al Postulat V.

En aquesta seccid volem parlar d'una manera m&s subtil d'enfocar
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la gliestid per matemdtics que si b& també& estaven convenguts que
es podia demostrar a partir dels altres, no obstant en les se-
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A fi de parlar amb comoditat d'aquestes contribucions, de-
dicaré aguesta seccif a la demostracid d'alguns teoremes de geo-

metria neutral, &s a dir, la geometria que resulta d'admetre el

e e e Ay e AT, T N S I —~ R N P N LI - S R D T ey b ]
sSlstema d axiomes {(1mpLicitT O expliiClits) 4a mucildes, l1ievat €.
de les paral.leles. Per exemple, podem prendre un sistema d'axio

mes semblant al de Hilbert pel pla (vegeu l'exposicid d'en Gir -
bau per més detalls). D'aguesta manera, les primeres 28 proposi-
cions dels Elements s&n neutrals, i en particular la remarcable

P.17.

Demostracib: Donat un triangle ABC (fig. 11), sigui M

C D
/<c>\ ,. X
FAS
D b A
A B
w +{b+o) + v = (x+tv)+ b+ = a+ bt
o Ve ey X A S
Figura 11
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el punt mig de BC i sigui D un punt del raig AM tal que
M &s exterior al triangle i AM = MD . Aleshores el triangle
AMC é&s congruent al triangle DMB (criteri CAC). En deduim

de seguida que la suma angular del triangle ABD &s la mateixa

que la del triangle ABC 1 gue almenys un dels angles BAD o
VDA &s inferior o.igual a 1/2 angle BAC . Per iteracid en

resulta que existeix un triangle PQR amb la mateixa suma angu-
lar que ABC i gue t& un angle inferior a una constant positi=-
va prefixada. Suposem ara que el triangle ABC tingu&s una su-

ma angular superior a dos rectes, per exemple dos rectes +e ,

e positiu. Aleshores podem construir un triangle PQR amb un
angle inferior a e i de manera gque la seva suma angular sigui

tamb& dos rectes +e . Aleshores el triangle PQR t& dos an-
gles la suma dels quals &s superior a dos rectes, la qual cosa

contradiu P.17.

Teorema (Legrende) . ©Si existeix un triangle amb defecte nul,
aleshores existeix un rectangle. Si existeix un rectangle, ales
hores tot triangle t& defecte zero. Per tant si existeix un

triangle amb defecte nul, aleshores tot triangle t& defecte nul.

s la difer&n-

[

Demostracid: E1 defecte d4'un triangle
cia entre dos rectes i la suma angular. El defecte &s additiu
en un sentit que no cal precisar aqui. Aleshores si existeix
un triangle amb defecte zero, la descomposici® en dos triangles
rectangles ens mostra que existeix un triangle rectangle amb

defecte nul (fig, 12). Aleshores es pot construir un rectangle

79



com en la figura 13.

-
truir per un proces

Ara si existeix

d'"enrajolament"

un rectangle, es pot cons-

un rectangle de dimensions

arbitradriament grans. Si ara ens donen un triangle arbitrari ,

A
B
X
/ \ y\y
- — - v I~ ~
B L 11 N C A > L C
x+4 = 900
Figura 12 '

W

Figura 1

per veure que t& defecte nul ens podem limitar a considerar el

cas d'un triangle rectangle ( per descomposici8, com en la figu-
ra 12). Sigui doncs PQR un triangle rectangle. Aleshores, si
exiteix un rectangle, podem construir un rectangle ABCD i punts
Q' i R' sobre els costats incidents amb A (fig. 14) tals
A R que el triangle AQ'R' sigui con-
yau .
gruent amb el triangle PQR .
Q P
Del fet que ABCD é&s un rectan-
c D gle se'n dedueix de seguida que
// el triangle ABD t& defecte nul;
// per tant el triangle AQ'D té de
4 ¢
/{:///f fecte nul; per tant AQ'R' t& de
yd fecte nul; per tant el triangle
B o} A L
POR també& t& defecte nul.
Figura 14
igura 1

Corol.lari: Si existeix un trian=

gle amb defecte positiu, tot triangle t& defecte positiu.
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Saccheri (1667-1733)

El cas de Saccheri &s remarcable. Filosdfic
d'una. posicib de creure la certesa del Postulat V.

cament, en lloc de voler demostrar directament el

jue fa &€s acceptar .
a a desenvolu
contradictdria amb la negacid del Postulat V. En
volupaments troba nombrosos teoremes genuinament n
perd no arriba mai a la desitjada contradicci8. E
sidera al final una contradiccib,amb la gue creu "
Euclides™, no s6n més gue resultats no euclidians

tenen &s que s6n allunvats de la intulcid euclidia

T&cnicament, Saccheri introdueix el que n'anomenar

= ol 2 1 £3 1c
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Figura 15
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ament parteix
Metodoldgi -
Postulat V el

aquests desen-
o euclidians

1 que ell con-
reivindicar
que 1i'dnic que

na ordindria.

em quadrili -
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tal gquadrild-

e é = S s la

qual cosa es demostra sense difi-

t de la geo-

tres casos mituament exclusius

A
que l'angle C sigui superior a una recta (hipdte

si de l'angle

obtlis, de l'angle recte i de l'angle agut respectivament). La hi
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el teorema gque n'he anomenat de Saccheri-Legendre en la seccid
anterior, car aquesta hipdtesi porta immediatament a l'exist@&n-
cia d'un triangle amb suma angular superior a dos rectes. En
la hipdtesi de 1l'angle recte, existeix un’triangle amb defecte
nul i per tant tots els triangles tenen defecte nul, cas que co-

rrespon al de la geometria euclidiana.

La hipdtesi de l'angle agut, que Saccheri 1l'anomena "1l'hos
til hipdtesi de l'angle agut", només el portava a resultats es-

e e LR o AT o e
eputja en ei1s se-

tranys, mes no contradictoris. Al final 1la

"La hipdtesi de l'angle agut &s totalment falsa,

ja que repugna la natura de la linia recta".

- s - . -

Aquesta repugnancia prové del fet que la hipdtesi de 1lfangle agut

e}

o)
0
a1

=
<

Donat un punt exterior a una recta existeixen dues
rectes v 1 w incidents amb el punt que dividei-
xen el conjunt de rectes que passen pel dit punt en

dues classes: la de les rectes que tallen la rec-



Lambert (1728-1777)

El treball de Lambert s‘assembla té&cnicament al de Sacche-
- fVmnm it Al m = P PR [ T I i S v, { e Pi= - Ny e Taad T2
Ll e LulinolucLa L_{uaux. LiAaueLo LLiicouLa lg.l.t:b Ll GlLLccll qu.a.u.l. llca -

s de Lambert), com els de la figura 16 i congidera lesg hiplte-

sis gque l'angle D sigui obtfis, recte i aqgqut. La primera con =

ml
-
-

[
[e)

Figura

dueix a un triangle amb suma angular superior a dos rectes. En
el cas de la segona estem en la geometria euciidiana, car exis-
teix un rectangle. En el cas de la tercera troba tamb& nombroses
conseqiliencies estranyes. Per exemple, observa que posat gue el

defecte i 173rea sbn additives es tindrd@ que l'3rea de tot trian-

e =T T e A te Thmea®™ o X W T Nl

P R P . T a1 mpman AL
gie e5 proporcional d4di, sSeu aelre

sind® que pensava que

"Tot sistema d'hipdtesis gue no porten a contradic -

cib6 &s la base d'una geometria possible".

Tamb& va suggerir que la geometria que s'obt& en la hipdtesi de
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l'anglie agut correspon a la geometria sobre una esfera de radi

imaginari. Tornarem a parlar d'aquest punt, gue sempre sembla

una mica misterids, en parlar de Taurinus.

Lambert també descobreix que en la hipdtesi de l'angle agut exis

teix una unitat de mesura absoluta. També enparlarem després.

Potser &s agquest l'finic fet que el fa dubtar de la possibilitat
d'una tal geometria.
Kliigel (1739-1812)

Kliligel pos3d de manifest 1l'error caracteristic de 28 demos
tracions del Postulat V. Coneixia 1'obra de Saccheri i era

conscient que aquest no havia arribat a cap contradiccid 1l8gica

;i pogués arribar.

1 expressd dubtes gque ma

[
!_J\-

En tots els treballs sobre les paral.leles, la relacib pre
cisa entre la formulaci6 18gica de la geometria i els continguts
de l'experié&ncia havien restat no analitzats. La solucid de Kant
qui considerava que la geometria d'Euclides &s una forma a prio-
ri de la nostre capacitat de aprehendre lfespai, resultd errdnia,

PO I P g Ce v

toniana, basada en l'esmentada geometria.

Vers 1763 Kliigel arribd a una conclusid important: La cer:

oo
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tesa amb qud s'accepta l'axioma de les paral.leles prové de l'ex

periéncia.

Vegeu el que expressd en algunes cartes:

Carta a W.Bolyai (1813)

" Si es pogués demostrar l'existéncia d'un triangle d'& -

[P gy PR PR R ] =1 A —~ Py amd - e o -

ea tan gran com volguem, aleshores es podria demostrar
amb tot ricor la totalitat de la geometria euclidiana Mn1
alto LOT Xrlgor L4 TOoL4allilat 4 14 geollietlila cuc.lidlana. MO

tes persones prendrien aquesta proposicid com un axioma,
perd jo no! Es possible que l'3rea no arribi mai a un cert
valor 1imit".

Carta a Olbers (1817)

O

"Cada vegada m'estic convencent més que la necessitat
fisica de la nostre geometria euclidea no pot &sser demos-

trada, almenys ... per la rad® humana. ... hem de posar

1 T U S PR TEIOT TN SO S RIS ST SO S N T S P
la geoletrid, v €l el ldtelx 110C Jue l1ld 4drituneticCa, Jgue
s vpuramant a priori gsind e al mateix l1lloc gue la mecli-

puramant a pricri, sSinC en el matei¥ 11loCc que la meca
nica.

Potser en una altra vida ens serd possible de penetrar en

la natura de l'espai; per ara no &s factible".

Carta a Taurinus (1824)
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tinc res ( o no gaire) a dir, llevat que &s incompleta.
Es cert que la seva demostracid gue la suma dels angles
d'un triangle no pot superar dos rectes &s una mica defi-

cient pel que fa referéncia al rigor, perd aixd es pot ar-

a dubte que aguesta impossibili-

o]

P |
egl

ot

at
atT

[}
wn

ot demostrar amb tot ri
Es totalment diferent en la segona part, que la suma dels
angles no pot ser inferior a dos rectes; aquest &s el punt
critic,el penya-segat on es produeixen tots elsnaufragis.
M'imagino que sobre aquest problema no hi ha estat pas molt

de temps. Jo hi he estat pensant durant més de trenta anys

]
)
5
4,
5
]
N
5

. .
crec Jgue ningd ni

Q

in

part, més que jo, tot i que no n'he publicat res.

La suposicid que la suma dels angles d'un triangle

&s inferior a dos rectes condueix a una geometria curiosa

molt diferent de la nostre (la euclidiana perd totalment
consistent, que he desenvolupat a la meva entera satisfac-
ci6, de manera que en ella puc resoldre-hi qualsevol pro-
blema llevat la determinacid d'una constant que no es pot

determinar a priori. Quant mé&s gran un pren aguesta cons-

1 Flian o
Lairid Judii o

ct

all

ot

3

P ma a
aili e (=%

ct
n
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les dues coincideixen. Els teore-

af

o]
]_l-

nfinitament gran

q

mes d'agquesta geometria semblen paradoxals i, a un no ini-
ciat, absurds; perd una reflexid calmada i sostinguda mos-
tra que no contenen res d'impossible. Per exemple, els an-

gles d'un triangle esdevenen tan petits com es vulgui si
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un pren €ils Cu graiis 4 UL 1L alxi 4 4
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rea d'un triangle no pot superar una certa constant, per

més grans que es prenguin els costats.

Tots els meus esforgos per descobrir una contradic-
ci8, una inconsisténcia, en aquesta geometria no euclidia-

na, no han tingut é&xit, i la cosa en ella mé&s oposada a

(perd que ens &s desconeguda). Perd em sembla a mi que,
malgrat la s3via xerrameca dels metafisics, sabem massa
poc, o gquasi res en absolut, sobre la vertadera natura de
l'espai com per considerar impossible del tot el que ens
sembla no natural. 8Si agquesta geometria no euclidiana fos

L= =
< 4 o4

tHh

Vor=% o N Naood
ceX U pUSSL

magnituds que apareixen en les nostres mesures de la terra

cel, podria &sser determinada a posteriori. En con

bt

i de
sequiiencia, he bromejat de vegades expressant el desig que
la geometria euclidianano fos certa, ja que aleshores tin -

driem un patrd de mesura absolut a priori.

No tinc cap por que les persones gue han mostrat te

nir una ment matemdtica reflexiva malentenguin el que he
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:
"
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dit abans, perd en tot cas consideri-ho una comunicacid pri
wvada de 1a conal no ce n'ha de fer ni s nfiblic ni car fis
vaga ae 1a guai no se n ha Ge rfer ni Us pudblic nl cap us

que portés a la publicitat. Potser jo mateix, si en el fu

tur tinc més temps lliure qgue en la actualitat, faré& plbli
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Encara al 1829, en una carta a Bessel,

Gauss expressa la

seva por "al rebombori dels beocis" ( o sigui, defg metafisics

neokantians).

Carta a Schumacher (1831}

"Fa algunes setmanes que he comengat a

sultats de les meves meditacions sobre aquest assumpte, que
provenen de quaranta anys endarrera, i de les que res n'he
redactat, cosa que m'ha obligat tres o gquatre vegades a co-
mengar de nou el meu treball. No voldria perd gue aixd es
moris amb mi”.

Aquesta redaccif la va interrompre el 1832, en condixer el

treball de J&nos Bolyvai.

escriure alguns re-

La lectura d'aquestes cartes ens conveng que Gauss té& prio

ritat en el descobriment de la geometria no euclidiana (hiperbd-

lica), perd gque no té& prioritat

resum

)

e Tom ~eirml PP T o e RN
PoOs i1a quas rripopa es pot 1Yy alentc
P

ostulat V no es pot demostrar a partir dels

la seva negacib. Per tant é&s factible

tria que no satisfaci al Postulat V.

de fonaments 11 a2ivws
ae rIonaments ue XC

n Exy

cient del nroblema or
cient cael prooniema g

geometria euclidiana perdia aixI la base per

siderat consistent sense més arguments, a saber, que

" tadera geometria de l'espai.
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de publicacié.

Naturalment Gauss era

Geometria euclidiana o

Essencialment la

que el

altres, ni tampoc

desenvolupar una geome-

cons

tejava, ja gque la
la qual s'havia con-
era la ver-

no euclidia



na, les dues restaven iguals davant el problema de la seva con-

sisté&ncia.

La concepcif de la geometria segons Gauss €s la que, a

través de Riemann i més tard de Einstein, ha passat a ocupar 1ia

Entre les raons que tal vegada expliquen perqué Gauss no
va publicar mai res de les seves recerques podem mencionar el te
mor que tenia a les pol@migques, el seu principi de "Pauca sed ma

P, - R I

| B - - e 3 2 - e R . P
'enorme activitat de Gauss en moltes b

tura", i1
matem3tiques, de l'astronomia, geod&sia, fisica, invencid, etc.

Tal vegada tamb& hi ha el fet que potser la solucif que ell es-
perava del problema de l'espai, en la direccib6 que mé&s tard in -

ciie 11l realment
gue ell reaiment

mann, era la
En la resta d'agquesta seccif exposaré& alguns resultats de

la teoria de les paral.leles de Gauss i alguns de geometria hi -

perbdlica. Per abreujar no incloc demostracions, que podeu tro-

bar en el llibre de Coxeter ¥"Fundamentos de Geometria® (Limusa-

Teorema 1. Donada una recta u 1 un punt fora d'ella A (fig.17)

(™
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Figura
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existeixen dos raigs r i d'origen A (que separen els
altres raigs d'origen A amb els compresos entre r i r' ,
els quals tallen u, 1 els que no estan compresos entre r

i r'" , que no tallen a u .

Aquest teorema de geometria neutral &s una consegiiencia de

l'axioma de continuitat. Si r i r' estiguéssin sobre una

recta la geometria seria l'euclidiana. A les rectes gue conte-
nen r 1 r' Gauss les anomena paral.leles a u . A les rec
tes incidents amb A que no tallen u , ultraparal.leles.

Tot seqguit Gauss demostra certes propietats formals del pa
ral.lelisme. Per exemple, que si un raig &s paral.lel a una rec

ta aleshores el raig que s'obt& sumant-li o restant-li un seg -
ment tamb& &s paral.lel a la mateixa recta. També& demostra que

el paral.lelisme de raigs és simé@tric i transitiu.

u , agquestes rectes coincideixen. Aix3 permet introduir, per
cada sistema de raigs paral.lels, un punt ideal pel qual passen
tots els raigs del sistema. Aleshores dos punts ideals determi-
nen una fnica recta. Podem donc parlar de triangles assimptdtics
o sigui, triangles que tenen un vértex impropi. A aquests trian-

tAalea it
Lo [

. .
gles' s pot aplicar mol

sempre que considerem que l'angle impropi &s nul. Per exemple:
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Teorema 2.- (Criteri CAA per triangles assimptdtics). Si ABX

i A'B'X' sb6n triangles assimptdtics (X 1 X' els vértexs

impropis) tals que AB = A'B' i a = a' (fig. 18), aleshores

1 1
D =D

A
_Bi
[
M /™0 T —
f&’b'\\ X!
a' _/:_b;/
A oD— (@

Teorema 3.~ Dues rectes ultraparal.leles tenen una perpendicu-

lar com@ {inica.

£
AT X
/o2 _—
AL—

D
0

Figura 19

Teorema 5.~ (Criteri AAA per triangles assimptdtics). Si
ABX i A'B'X' sb6n triangles assimptdtics i a =a' , b =Db',

aleshores AB = A'B' (fig. 20)

]
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Figura 20

P
w

Teorema 7.- (Criteri AAA per triangles doblement assimptdtics).
Dos triangles doblement assimptdtics s6n congruents si i només

si tenen el mateix angle finit.

e B mV maa cvsm merd cdem S wraam Pl Ao e man S~ oot mey S 3
Ara &s clar que existeixen triangles triplement assimptdtics i
que dos d'ells s8n congruents (per descomposicif en dos triangles

rectangles doblement assimptdtics).

Teorema 8.- Tot triangle assimptdtic t& &rea finita. Per tant,

un triangle doblement assimptdtic té& &rea finita i aquesta no -

més depé&n de l'angle finit, i un triangle triplement assimptdti

o)

Fimi4+o
Lijiitea

[

Teorema 9.- L'aArea d'un triangle és proporcional, per una cons-
-eorema 7 p p
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tant independent del triangle, al seu defecte. La demostracid
de Gauss d'aquest darrer resultat es pot esquematitzar aixi :
Per auntriangle doblement assimptdtic el defecte d é&s l'angle

exterior en el vértex finit i la seva &8rea serd una funcid de

-
d, A{d) . Es una funcib creixent de d tal gque 2A(0) =0 i
A(m) =k , on k &s 1'3rea d'un triangle triplement assimptd-

tic. Si ara considerem la figura 21 veiem que

a(d) + a{m -d) =k

i ANN
/ \\ / \\ws\

-d/\\ N\ O\

i considerant la figura 22 , que

A(d) + A(d'") + A(m -4d -4d') =k .

ol

(0]

A(d + d') = A(d) + A(d")

i per tant A(d) = gd, g una constant que de fet val k/7 , ja

que A(m) =k .

e}
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~- Finalment, considerant la figura

/\\\ ;\\\\\\\\\ 23 veiem que si S &s l1l'8rea del

: ™~
/ ae G - ¥ triangle ABC , aleshores

il

k = g(m)

S = qgd (d el defecte).

val el criteri AAA per triangles.

Pels voltants de 1826 Taurinus mostra com es pot construir,
per mitjans analitics, un sistema que compleix la hipStesi de l'an-
gle agut. Agquest sistema no &s més que l'esfera de radi imagina-

ri, o sigui, en la qual es redefineixen els angles transformant

o~ —avra o~ D T - P a2 Ty -~ - PRI o, SN S am o Py, B L} -2 2 P R | T
les fSrmules de la trigonometria esférica per substitucid del radi
k per ik. Un suggeriment en aguesta direccid 1'havia vista

Lambert en observar que en el cas de l'esfera 1'3drea d'un trian -
gle é&s k2 multiplicat per l'excé&s angular del triangle, mentre
que en la hipdtesi de l'angle agut era proporcional al defecte.

La substitucif de k per ik transforma la primera fdrmula en la

segona.
94



Taurinus parteix de la
/ C N\ identitat (fig. 24)
/Y N\ .
a/ \\o
/ . \
o
tl§-_#"J3 oos (a/k) = cos (b/k) cos (c/k) +
¢ sin (b/k) sin (c/k) cos (@)
Figura 24
v3lidaper a un triangle esfé@ric, i
mitjangant el canvi de k per ik
cbté& la f&rmula
¢h {a/k) = Ch (b/k) Ch (c/k)} - Sh (b/k) Sh (c/k) cos (a)

la gqual &s una manera de dir que es redefineixen els angles «a ,

B , v dels triangles esférics.

cos (a) = Ch (a/k) / (1 + Ch (a/k)) ,

que &s superior a 1/2 , com es veu immediatament. AixI que

o« &s inferior a 609,

Per altra banda &s immediat veure gue la f&rmula ddna la
relacié del teorema del cosinus en el pla euclidid quan k ten -

deix a infinit.

0
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Tanrinine nran +amh& 1a acarrnana F:\v'm1113 Fanamantal Aa Ta 413
C =SV S S g v = LJJ— A ¥ % ellRaiias T - u\.‘juxxu R SR 12T & § Ll/iiuilcTli LAl L uc i l—.Li
gonometria esférica,
cos (¢) = -cos (B) cos (v) + sin (B) sin (y) cos (a/k)
la gqual es converteix en
coe () = —coe (BY cos (v + sin (BY gsin (Y O {2 /&)
cos (o) cog (B) cos (v) sin (8) sin (v) Ch (a/k)
Prenent o =0 i v = n/2 (fig.
A
IRY At armdm ~rva
~ )y WivLCTlLLi \.iuc
'_/ \

/

¢k (a/k) = 1 / sin (8)

O‘:[—

gque &s la famosa f6rmula de l'an=-

Figura 25 gle del paral.lelisme.

rea d'un triangle &s proporcional al defecte angular i calcula
la longitud i 1'3rea d'un cercle (27kSh (r/k) i ZWkZ(Ch Yr/k) -1),

respectivament).

(1) CAC' &s un abreujament de costat-angle-costat i "criteri

CAC" &s el criteri de congruéncia de triangles segons el
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A'B'C' sbn tals que

1 S 1

AR = A'D!
L3 Y ™ B 2 E=J f

q
AC = A'C' i BAC = B'A'C' , aleshores els dos triangles s5n con

) — S —
gruents, aixd &s, BC = B'C' , ABC = A'B'C' i ACB = A'C'B'

(2) El "criteri CCC"™ diu que dos triangles ABC i A'B'C'
sén congruents si AB = A'B' , AC = A'C' i BC = B'C'

i.e., si els costats d'un sbn respectivament congruents als cos-

(3) El "criteri ACA" &s el gue garanteix que dos triangles
sén congruents si un costat i els seus angles contingus
d'un d'ells s6n respectivament congruents a un costat i als seus

JRR'Y e

ontigus de 1'altre.

Un significat anl3leg t& 1l'abreujament "criteri CAA" en

el que les premises sbn la congru@ncia d°un costat, un angle con

0
~I



