GEOMETRIA HIPERBOLICA: ELS SEUS MODELS

Joan Girbau

En la primera conferé&ncia d'aquest cicle us han explicat
els diversos intents de demostracid, al llarg de la Histdria,
del cinqué postulat d'Euclides a partir dels altres axiomes i

postulats sobre els gque aguest matem3tic grec va fonamentar la
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5 de demos
tracib varem conduir, a mitjan segle passat, com vareu veure a
la primera confer&ncia, a la construcci6 d'una geometria, anome

nada geometria hiperb8lica, en la qual valien tots el axiomes i

Jo intentaré& avui, en aquesta xerrada, donar una idea d'a-
questa geometria, restringint-me, per simplicitat, al cas de
dues dimensions., No adoptar& pas un punt de vista histdric, si-

nd que fonamentar®& la meva exposicid en els axiomes que va esta-
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variants, passo a enunciar tot seguit.

Existeix un conjunt P els elements del qual seran anome-
nats punts i un conjunt R els elements del qual seran anome -

nats rectes, Aquests conjunts estan subjectes a complir els se-
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glients grups d'axiomes,

-~

Existeix una relaci& entre els elements de P i els ele-
ments de R que anomenarem relaci8 d'incid@ncia. Si A € P i
r € R estan relacionats per agquesta relacis ., direm que " A
€s incident amb r ¥, o b8 que ¥ A estd sobre r * , o bé&
STy LU Mo caa A now C3 Annadac Ariaa yarstkaao - 4 o At o
\iuc S _LJQDDG. l-‘c-l- £ [} w» MUUVLIAUT O WUT O L Tuw LT o a4 -+ - CAJ-E
teix A € P tal que A estld sobre ¥ i s ; direm que r i
s es tallen.

Aquesta relacid d'incid&ncia suposarem que compleix:

1) Donats dos punts A i B , {€s a dir, dos elements
dea P 3 aviataivy nna finica racta {8« a dir 1 finic aleamant de
A i 7 CALPLTLAL WIS WG L Te et T Q& WUad gy WL Milaw CaTducile ue

R ) que passa per A 1 B .
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3) P +t& almenys tres elements, Dit d’una altra manera,

almenys hi ha tres punts,

Si tres punts distints estan sobre una mateixa

recta direm
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en el conjunt de punts alineats que escriurem A-B-C i que lle
girem " B estd enmigde A i C ", Aquesta relaci8 suposa -
rem que compleixs

1) A-B-C = C-B-A
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Definicif.- Donats dos punts A i B, el conjunt de
punts que estan enmig de A i B, Jjuntament amb els dos punts
A i B, serd anomenat segment determinat per A i B i de-

signat per AB ,

anomenat axioma de Pasch:

4) Donats tres punts A, B, C no alineats, si un segment

a talla AB en un punt, llavors forgosament talla, o b8 BC, o

T -

b& AC .

Utilitzant aquests axiomes es poden demdstrar ficilment,

entre d'altres, els seglients teoremes:
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altre punt C tal que A-~C-B.

- Donats dos punts distints A i B, el segment AR
una infinitat de punts.
seglient manera.

Si a &s una recta i P &s un punt que estd sobre a,

definim una relacid d'equival@ncia en el conjunt dels punts de
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no talla P

L= ad
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A =8 0 b& el segment
questa relacid divideix el conjunt de punts de a distints de
P en dues classes d'equival@ncia, cada una de les quals s'ano-
mena semirecta oberta, La reunid d'una d'aquestes semirectes

obertes amb el punt P s'anomena semirecta o raig d'origen P.

D'una manera an3loga es pot definir la nocid de semipli.
Donada una recta a, en el conjunt de punts gue no sbn de a
es defineix una relacid dient que dos punts A i B sbn equi-
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a en dues classes d'equival&ncia, cada una de les quals s'ano-
mena semipld obert. La reunid d'un semipld obert amb a s'ano

mena semipld.
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III.~ AXIOMES DE CONGRUENCIA

En el conjunt de segments se suposa definida una relaci

O
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itlial La kiuc UCD.L\JIIQ.LC.HL hJcJ.. - [+ LI O Dc\_ﬂll\c.\lbo \.i\-l.c \.rulllb).l.c.l_bc.ll <.
relacib s'anomenen congruents, Se suposa que aquesta relacid
compleix:

1) Donats, un segment AB , un punt A' i una semirecta
r d'origen A' , existeix un finic B' sobre r tal que
AB = A'B'. En el cas particular de prendre A' = B 1 la semirec
4 - ~11a ~oanddnoand A alaviogotyw nt — »a Ba a A4+ AR — DA
L 1= S \iuc \ruxau;u.g L n, -~ CA-I-\_’CJ—A il n, p—¥~] a .l r L3119 = LIl

2) La relaci6 = &s transitiva

3) (Axioma de la suma de segments). Donats A, B, C, A',
B', C¢'" tals que A-B-C i A'=-B'-C', si AB = A'B' i C = B'CY,
by T [ AN = Al
LLidAdavorL o a0 = A U .

" Definici® d'angle.- Dues semirectes h, k, d'origen un
mateix punt 0, i que no pertanyin pas a una mateixa recta, es
A~
A411 oguie concetitnnetiven 11n anale e ac decicgna nar h I (o] A
AV SRS 3 \._{u:: wWiloLd LU AT “id u.lx\_, L 4 \iu\_— A== A D-\-\j.l.&u kl\—.l. ER AN - [ = ExY
es un punt de h i B un punt de k distints de 0, l'angle
N

h k es designa tamb& per A 0 B .

En el conjunt d'angles se suposa definida una relacid que

designarem tamb& per

St ol el o 22 PROUIG, [ R
agquesta relacid compleix:
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AN
4) Donats, un angle h k, una recta r, un punt 0 so-

bre r, wun raig h' dels dos determinats a r per 0, i un

semipld Sy dels dos determinats per r, existeix un Gnic raig

P N
k' d'crigen (0 contingut a s, tal que hk =h'k'. A mnés,
P PN
de manera anl3loga a 1), s'exigeix aquf que h k = kh , Tamb&
PN P

5) Siguin A, B, C tres punts distints i A', B', C',A\
VAN 7N

tres punts distints. Si AB = A'B', AC = A'C' i BAC = B'A'C’,
PN NN S NG

B'C' i ACB = A
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Criteris de congru@ncia de triangles

Tres punts A, B, C no alineats es diu que constitueixen

un triangle gue designarem per AABC. Dos triangles AABC i

AA'B'C' direm gue s6n congruents si AB = A'B', CB =C'B' ,
BA = B'A', ABC = A'B'C', BCA = B'C'A' i CAB = C'A'BR!

Dels axiomes anterios es poden deduir els criteris usuals
de congru@ncia de triangles:

Criteri 1.~ 8Si dos costats d'un triangle i l'angle comprés
entre aquests costats sbn respectivament congruents a dos cos -
tats d'un altre triangle i 1l'angle compré&s, llavors els triangles

sbn congruents.



adjancents s8n respectivament congruents a un costat i1 els dos

angles adjacents d'un altre triangle, llavors els triangles sén

congruents.,

gruents amb els tres costats d'un altre triangle, g

triangles sfn congruents. Tamb& es poden deduir teoremes com

els seglients:

Teorema 1.- Si en un triangle AABC es compleix
/\/\

P I R R [P | T T mxrmnm o ARA = ~
LLlLdllyle LDULHCCLeD), LldVULs ADL — A\

b~
os]

Teorema 2.- Dos angles oposats pel v@rtex sbn congruents,

S'anomena angle recte a tot angle congruent amb el seu ad=

jacent suplementari. Es pot demostrar, a partir dels axiomes,

que tots els angles rectes sbn congruents. Es poden demostrar
tamb& a partir dels axiomes els seglients teoremes:

_ .

Teorema 3,- Cada segment AB t& un punt mig (&s a dir,

Udl
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Teorema 4.- Tot angle h k t+& una bissectriu (&s a dir,

una semirecta g del mateix origen que h i k tal que

TN N
hg=qgqk).

Teorema 5,~ Des d'un punt exterior a una recta existeix
una perpendicular i una sola a la recta (dues rectes es diuen



perpendiculars si es tallen en angle recte),

Amb els axiomes descrits a I, II i III no es poden en
cara amidar segments ni angles. Per aixd s'han d'imposar els

axiomes de continuitat.

IV.- AXIOMES DE CONTINUITAT

1) Axioma d'Arquimedes.- Siguin AB i CD dos segments

gualsevols. Sobre la recta AB existeix un nombre finit de
punts A = A, A., A, .... A , tals gue A -A.  -A_, A ~-A_=-21_
N 0] ’ 1° 2 n ’ + 1 2’ 1 2 3
eeeg A, -A_ ., - A ; els segments AA, , AJA, ,..., A__,A_

1= & 1=1 Il 4 i1 < i—L i

sén tots congruents a CD i , o bé& B estd enmig de A__, i

An (h 1) , o b&8 B = An (Veure figura 1).
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Figura 1

2) Axioma de Cantor.- Si tenim una infinitat de segments,

Aiﬁi, A2B2,..., situats sobre una recta qualsevol de tal manera
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que cada Ai*‘ B estd a 1'interior de A.B.,, llavors exis-
’ B
teix un punt X que pertany a tots els segments, (Si AB i
CD sb6n dos segments sobre una mateixa recta, es diu que CD &s
interior a AB si tots els punts de CD s6n de AB ).,
definir 1

wvinpmeg anteri
iomes a ex

P, H

V]
[

3

(8]

Els dos a
de segments i la mesura d'angles pel procediment que esbossarem

a continuaci8b.

A cada segment AB 1li volem assignar un nfimero real,

£ (AB), gque denominarem longitud de AB . Per aixd elegirem

J—
- PP n t - 2 o R |
un segment O unitat. Siguin A] recs 'An

v o amomam Do -
Jue plcullciilt coldit d

D

els punts sobre la recta AB donats per l'axioma d'Arquimedes.

si B=A definim £(AB) =n . Si B estd emmigde A _, i

A el nfimero real £ (AB) que volem definir diem que t& part

n

inir la seva
inir .La seva

— an
v

a n 1 i anem a def
gual la donarem com un nlimero real a compr@s entre 0 i 1, ex
pressat en el sistema de numeracid de base 2., Hem vist abans

que tot segment t& un punt mig. Sigui P el punt mig del seg-

ment 00' que ens serveix d'unitat. Per comoditat, canviem els

noms dels segments A B i OP i anomenem-los respectivament

n-1
T~ - e UL RIS T IS RN I I WA . [ Lo Ao comee =
cp 1 nr - ﬂ}_J.L.Ltulll 4 dXLOllld U &AL qu.uucu.t:: a agucoiLs Uuo oty
. .  em———
ments., Siguin CO = C, Cli._iivm elg punts sobre la recta CD

donats per aquest axioma., Si C &s anterior a D 1'expressid

de a comenga aixi:

9]
o

En aquest cas tornem a canviar el nom de ClD i anomenem-1o

En cas contrari, liexpresid de a comenga aixi:

a=20.0c....
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Tornem a dividir EF en dues parts iguals. Sigui P el punt

mig i anomenem altra vegada EF al segment EP. Tornem a aplicar

b I IS R AT R cm st @ T v o AT ] T 2 AT mmm L das mem S b2 g
L aAsliLulla U ALyulLiicucs a A\ v . or L CL uatolx CLLULEL L dliee™
rior ens diu ara si la segona xifra de a &s 0 & 1., Aplican

aguesta construccid reiteradament determinem a.

Aixf hem definit la longitud de qualsevol segment, una ve-
gada elegit un segment 00' que ens serveix d'unitat. Es pot
demostrar que aquesta longitud compleix les propietats seglients:

B =CD equival a £(AB) = £(CD).

(=
St
[

2) Si A=B-C, llavors £ (AB) + (£(BC) = £(AC)

3) 1(00") =1

pietats. Dit d'una altra manera, gqualsevol construccid utilit-

zada per definir longitud porta al mateix resultat si s'imposa

P 1 Vet dega A ena o Aa
Jue 1a 1iongitua gue es ae

Una construccid andloga es podria fer per mesurar angles
si disposessim d'aixiomes an3legs als d'Arquimedes i Cantor per

angles. No obstant, uns tals axiomes no cal imposar-los ja que

es poden deduir dels anteriors. Per tant, sabem tamb& mesurar

angles una vegada haguem elegit una unitat. Aquesta unitat s’es-

i 1w A 1 - ~1 et
CCLi€iX Q& Tda. manera Jgue un ang.e recce v
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duits fins ara.

Teorema 6.~ La suma d'angles d'un triangle &s sempre me-

nor o igual que 180 .

Ll et 1
1

e ] o2 e |
ecoreiid 7." ol Q

rectes) llavors a 1 b no es tallen .

¥z
En la primera conferéncia d'aquest cicle heu vist demos-

10y

tracions d'aguests teoremes que facilment podeu rigoritzar (&s
a dir, veure que es poden fer utilitzant només els axiomes an-

teriors).

Fins aqui no hem introduit encara cap axioma equivalent al

nnnnnnn ——— -1 = AVUTan T 3~ - P g PP I PO ~ e [ R

cinqué postulat d'Euclides. La geometria gque es pot fer només
* 3 ] 3 n "

a partir dels axiomes anteriors s'anomena geometria "neutral".

La geometria que es pot fer amb els axiomes anteriors m&s el cin
qué postulat d'Euclides ser3 anomenada geometria euclidiana. La
geometria que es pot fer amb els axiomes anteriors i el contra-

ri del cinqué postulat d'Euclides serd@ anomenada geometria hiper

bGlica.

Anem a veure aixd més detingudament.
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V.~ AXIOMES DE LES PARAL.LELES

El cinqu@ postulat d'Euclides es pot enunciar aixf:

E) Per un punt A exterior a una recta r passa una

L Jih R <2 - - e 32
ve no talla © . Llavors ' 1 © es 4di

te]

Aquest axioma el designem per E en honor a Euclides. La
geometria que es pot fer amb els axiomes dels grupe I, II, III

i IV, més 1l°’axioma E &s la geometria euclidiana. Es pot de-
mostrar (ho heu vist a la primera confer2ncia), utilitzant només

els axiomes dels grups I, II, IIXI i IV, el segfient resultat:

propietat i val l'axioma E . ReciIprocament. en la geometria eu-

clidiana la suma d'angles d'un trianglle &s 180 .

Enunciem ara el contrari de l'axioma E. Tinguem en comp-

te, perd, que per un punt exterior a una recta passa almenys una

< by J
£ ’

®
o0
L)
®
o
[7}]
w

L) BExisteix una recta r 1 un punt A exterior pel qual

hi passen almenys dues rectes r' i r" que no tallen r.

ot
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ITT i IV, més l'axioma L @&s la geometria hiperbdlica.

GEOMETRIA HIPERBOLICA

Generalitats

Admetem a partir d'ara que es compleix l'axioma L. Aixd

vol dir{que existeix una recta r 'i un punt A exterior a r

B I N e P =Y —~ o 3 . e amen b T T Aaa -
ua.L passoc o L A L yuc il Ladllell L e

'-l
e}

e

T

Teorema 9.- Aixd es compleix tambhé per qualsevol.recta ¢

i qualsevol. punt A 'exterior a r .

Demostracib.- Suposem que aix® no f£6s veritat:per qualse-

3

ior. Llavors existiria una rec-

0l recta 1 gualsevol punt ext

1
]

(0]

or A +al
or Fa Ca 4

ca recta r' que no tallaria r. Sigui “a una’'recta qualsevol

que passi per A, distinta de «r' (figura 2), a tallara r.

N
H

Figura 2
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Anem a veure qgue els angles &« i f alterns interns que

a forma amb r' i r sb6n iguals. Si no, tracem per A una
recta b que formi amb a un angle o (figura 3). b no

pot tallar r 3ja que en cas contrari les rectes a, b i «r

N

S il

x /'~
/S A

AN
Figura 3

formarien un triangle 1la suma dels angles del qual seria més

PR m TOn o T D S I _ 1 - £ ~ ~ N [ 3 P S -
grar Jue 1Lov. rer anct, 4 1it4da i1igura <, 0 = pP. lracel per A
una recta c cone formi amb r! 1n nola recte {(Ficura 4)

una recta gque Iorml amb ¥ un ang.e rectce {figura 4).

Pel resultat que acabem de veure, ¢ tallard r en un angle
recte. Llavors &s immediat de veure que la suma d'angles del
triangle format per les rectes r, a, ¢ &s 180. Pel teore-

ma 8 no es compleix l'axioma L, 1la qual cosa &s una con-

tradiccid

[}
l._l
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Teorema 10.- Sigui a wuna recta i A wun punt exterior.

Hi ha una infinitat de rectes gue passen per A i no tallen a.

Ao - ! 2 - P R NP PRy - n - - de T T e - Q3 rand o~
tes a 1 Jue passen per 10 taiién a . Siguli s
el semirnll determinat ver a! agque no contd a . Siaui P un
ks WSt W e hAAEE W IS e e Sanhadihd NSRS e had hd hagfhend Shadiand -
punt qualsevol sobre a" (distint de A) situat en el semipla

s (figura 5). Sigui B un punt qualsevol de a . Unim P amb

B . el segment PB tallard a' en un punt P' (ja que PB

uneix dos punts situats en semiplans distints). Sigui M un

punt qualsevol del segment PP’ distint dels extrems. La recta

que passa per A i M no talla a . En efecte, en cas contra-

-+

~re
Jul

(@]
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’..1.
'.J-
C
[}
n
H
(11
Q
ck
(1)
w
»

HJ
Q
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R
=
Iz
Q
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3
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o

ass e

g

ar que C estigui en
figura 5), o en el raig oposat. En el primer cas, per l'axioma
de Pasch aplicat al triangle AMBC , 1la recta a' ha de tallar
a en contra de la hipdtesi. En el segon cas es fa un raonament

andleg amb el triangle AMBC i la recta a" .
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Angle de paral.lelisme en un punt

i definici6 de rectes paral.leles

Sigui a wuna recta i A un punt exterior. Tracem pér
A la perpendicular a a . Sigui P el peu d'aquesta perpendi-
cular. La recta AP divideix el pla en dos semiplans que ano-

menarem convencionalment "dret" i "esquerre". Sabem que per A

passen una infinitat de rectes que no tallen a . Sigui a' wuna
d'aguestes rectes 1 mnunt A divideiw alt an duee camiracteoc
1 guestes rectIes. &4 punt A aivicelilx a en ques semirectes,

la semirecta "dreta”, continguda en el semipld dret, i 1*“esque-
rra", continguda al semipld "esquerre". Sigui a« 1'angle que
forma la semirecta dreta amb AP. Sigui «_  1l'inferior del con-

junt de tots aquests « corresponents a totes les rectes a'

_ . L . . ~ . _ . .
gue passen per A 1 no tallen a . Sigui a un raig dforigen

no talla a . En efecte, si tall&s, sigui M e
d'interseccif. Sigui N un punt sobre a , a la dreta de M.
El raig AN formaria amb AP un angle oy > xy i evidentment
qualsevol>raig "dret" que passi per A i no talli a formara

amb AP un angle >>a1 . Per tant @, mo podrd ser l'inferior

d'aquests angles (figura 6)
A N
o
O‘IO )'\ N
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Ml N \
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L'angle «_ es diu angle de paral.lelisme "a la dreta" del punt
A i la recta a . An3logament es defineix angle de paral.le-
lisme a l'esquerra. El raig "dret" que passa per A i forma

'angle &« _ es diu paral.lela de a per A, "a

=

"a l'esquerra". Observem que les rectes que passen per A
no tallen a no es diuen pas paral.leles. Aquestes rectes s6n

les que eren anomenades per Gauss "ultraparal.leles".

is immediat de veure, per raons de simetria, que l'angle de

o - P " - - A . = L R - - - L] - - - s
paral.lelisme la dreta" &s igual que l'angle de paral.lelisme
"a l'esquerra". Veurem m&Es endavant que aquest angle només depén

de la distancia del punt A a la recta a . La funcif que déna

l'angle de paral.lelisme en termes d'aquesta distl3ncia s'anomena

funcif de Lobatchewski.

El paralel.lisme que acakem de definir gaudeix d'unes pro-
pietats que poden sintetitzar-se en els teoremes segiients, els

quals poden ser demostrats a partir dels axiomes.

Teorema ll.- Sigui a una recta, A un punt exterior i
a' un raig gque surt de A . Si a'la per la dreta, en el
punt A i si A &s un punt qualsevol de a' , 1llavors el raig

"dret" de a' a partir de A &s paral.lel a a en el punt A.

Teorema 12.- Si a |l b, llavors b I a
Teorema 13.- Si al b i bl c¢c, 1llavors a l c .
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MODELS DE LA GEOMETRIA HEIPERBOLICA

Fins ara hem anat deduint teoremes de la geocemtria hiper-

LR1 3 ~n  hocosntenos nomEs en els axiomes i aue a
bdlica, basant-nos nom&és en els axiomes. Aixd &s el Jque van fer
els fundadors d'agquesta geometria (Gauss, Lobatchewski, Bolyai,

...) a mitjan segle passat. No obstant, mé&s tard, Poincaré va
idear dos "models" per aquesta geometria. Donar un model con -
sisteix en donar explicitament un conjunt P d'elements que s'a-
nomenen punts, un conjunt R d'elements que s'anomenen rectes,

i de manera que es compleixin tots els axiomes dels grups I, II,

ITT i IV, aixf com l'axicma L . Els dos mecdels de Poincaré
sén molt senzills i tractarem d'explicar-ne detalladament un a

continuacid. Entre els altres models que es poden donar de la

geometria_ hiperbdlica podriem citar el de Beltrami.

Per tal d'introduir detalladament un dels dos models donats

R T <

per Poincaré&, comengarem fent un breu repds de les inversions en

el pla.

INVERSIONS
Oblidem=-nos ara per una estona dels axiomes i fem geometria
Sigui ¢ wuna circunferéncia del pla de centre O i radi

r . sigui A un punt del pla. Sigui A' el punt situat sobre

la recta OA i tal que

-
(=]
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longitud de OA' =
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Si nen
=1 pen

El punt A' s'anomena invers de A respecte c .
sem el pla com el pla complex, la inversid respecte la circunfe-
réncia de centre § i radi r &s l'aplicacib que tranforma z

en z' , on z' ve donat per

—_~
et
-~
N
!
“e
I
.

-

Es fdcil de veure que la imatge per una inversid d'una

recta o una circumferé&ncia. Es una recta o una circumferé&ncia.

(Aixd no vol dir que les rectes es transformin en rectes. Les rec

=

tes es poden transformar en circumferéncies). Es pot veure

(2) 2! = 22 + b ,
‘ cz t d

amb a, b, ¢, d nombres complexos, i que el producte d'un nombre

senar d'inversions &s de la forma

—
W
~
N
i
!

Una propietat important de les inversions &s que conserven
la rad doble de quatre punts o b& la canvien pel seu conjugat.
Per poder enunciar amb precisif aquest fet, comencen definint

rab6 doble de quatre nombres complexos u, v, s, t, gque designa-

N
c
<
-~
n
t
I
cr|o
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A la definicib es pot permetre gue un dels guatre nombres

u, v, s, t sigui ° , substituint a la definicib6 (4) els
gquotients del segon membre pel valor gue prendrien amb les re -
gles wusuals del calcul de limits. Aixi per exemple, si t = o,
la definicid (4) s'hauria de substituir per

(5) (W, v, s, @) = ——

nl 4~ aAale iratbtrs namhyryrao e laveaoe 11 xr =] 4+ 1mMa FvyancfFAarma -
plica als guatre nombres complexes u, v, s, ¥, una transforma
cib6 del tipus (2) 1 si s'anomenen u', v', s', t' els tranfor-
mats, llavors (u, v, s, t) = (u', v', s', t'). 8Si s'aplica a

u, v, s, t una transformacid del tipus (3), llavors (u, v, s,

P
'
)

P 2 e P B SR, s 22, PR 5~ [y L P PP Ry - s o e iy 2
A Da tJ—- U dild oo COllbldeldliell LILveL 540115 Ebptﬂbte irr=
cumferdncies gue tincuin centre sobre ltfeix real cuagtas in-
cumrerencles gque tinguin centre sobre L'elX real. Agquestes 1n

versions transformen Obviament el seimipld superior en ell mateix.

El producte d'un nombre parell d'inversions d'aguesta mena &s de

11 ad — ¢cb > A~
al ~

+alea o~
cals gue L ~ O .

1a forma {21 amh a K o A vaala 4
ra ICrhia V&) amo A, O, C, G réaa.s 4

MODEL DEL SEMIPLA DE POINCARE

El conjunt P de punts de la nostra geometria hiperbdlica

serd el semipld superior {z € € tals que Im z > o}. EIl con-
junt R de rectes de la nostra geometria serd el conjunt reunid

del conjunt de totes les semicircumferéncies contingudes en el
17
¥

1
i1



l'eix imaginari (paral.leles en el sentit habitual, euclidia).
La nocid d'incid&ncia entre un punt i1 una recta d'aguesta geome-
tria &s 1l'habitual, é&s a'dir, un punt del semipld superior estd

sobre una "recta" (circumferé&ncia o recta paral.lela a l'eix ima

ginari) si ho estd en el sentit habitual de la geon
diana, La nocid d4'ordre, "un punt estd situat enmig d'altres

e

dos", tamb& &s l'habitual. Amb aquestes definicions es complei-

xen els axiomes dels grups I i II .

Anem a definir la nocid de congrué&ncia de segments. Dos
segments no euclidians AB i A'B' direm que s&n congruents
si existeix una successid d'inversions (respecte cercles de cen-

tre sobre l'eix real) el producte de les guals transforma AB

en A'B' (AB serd un segmen =2uclidid paral.lel a l'eix ima-
ginari o b& un arc de cercie euclidiid. El mateix serd A'B' .
Transformar AB en A'B' vol dir transformar 1'un en llaltre

com a arcs de cercle o segments rectilinis). An3logament direm
N P

gque un angle no euclidid h k é&s congruent amb h' k' si exis-

teix una successid d'inversions (respecte cercles de centre

sobre 1l'eix real) el producte de les gquals transforma h i k

amb h' i k' respectivament. Amb aquestes definicions es pot
veure gue es compleixen tots els axiomes dels grups I,II,IIT i IV

Veiem també gue es compleix l'axioma L.

ot
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Sigui a una recta no euclidiana {(per exemple una circum-
fer&ncia de centre un punt de 1l'eix real) (figura 7). Sigui
A un punt exterior. A la figura 7, a' 1 a" sbn precisament
les paral.leles des de A a a , per la dreta i per l'esquérra.

(Circumferé&ncies de centre sobre lfeix real que passen per B

K n Py b Y ral Ky n g ~ 2 n Py T e~ B L e oy e e o P
L 8 Q < peL A\ 8Hy LIl w 4. =] S0LII 1Les dlite eCClLOlls G
a amb l'eix real). (Observem que a' 1 a" tallen a res -

pectivament en B i C , perd B i C no s6n punts de la ncs

tra geometria).

pr——
W

Qualsevol recta (&s a dir, semicircumferé&ncia euclidiar

P o

amb centre sobre l'eix real) que passi per A , compresa eintx

El model del semipld de Poincaré& estd fonamentat en la geo-
madtrdta A1r~T 4349 anma Tl e anmilte ~Seanmeooantac 1T Aarat+ Alay ~antrd A oA =
I Ll L UL L LULQLIiO @ Ll O 2T D \.uxlvcybco, de T VA L i u.lvl. 24 ke o LJG.
raules, s8n euclidians (A determinats semicercles euclidians els

119



hem passat a anomenar rectes. Perd aixd només per un canvi de
paraules). Ara b&, si els axiomes de la geometria hiperb&lica
portessin a contradiccib, el model del semipld de Poincaré que

compleix aquests axiomes, portaria a contradiccid, i com que a -

euclidiana portaria a contradiccid. Com que la geometria euclidiana

,,,,,,,,,,, p
( en dues dimensions) es pot interpretar analiticament a R? ’

l'aritm@tica portaria contradiccid. Resumint, si els axiomes de
la geomefria hiperbdlica portessin a contradiccid, també seria
contradictlria la geometria euclidiana i l'aritmética. (Es pot
també& demostrar el reciproc, &s a dir, que si la geometria eucli-

"
£

1
L

o)}
o]
0}

:
anvia
DTL L&

DISTANCIA HIPERBOLICA EN EL MODEL DE POINCARE

Siguin u, v dos punts del semipld de Poincaré&. Conside-
rem la recta de la geometria hiperbllica que determinen. Aquesta
recta &s, o b& una semicircumferé&ncia (figura 8), o b& una recta
paral.lela a l'eix imaginari. En el primer cas anomenem s, t

els punts d'interseccibd de la semicircumferé&ncia amb l'eix real

ot
3

( sbn
t =+ , Els punts s i t els anomenem punts de l'infinit de
la recta hiperbdlica que passa per u 1 v . Amb agquestes nota-
cions, (u, v, s, t) &s un nfimero real positiu. En efecte, com-

provem-ho per exemple en el primer cas.
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Sabem que

u - s v - s
(u, v, s, t) = = .
rore u -t v - t

. . . ig
Amb les notacions de la fiqura 8 tindrem u - s = r, el ’

. . . T
e 1 w-s_ TF1 _i(64+6,) 1 i _ 51 i
I " u -t r < ST T Tr s S T T )

2 2 2
Andlogament es fa amb el guotient —— i . Estd clar doncs

gue el quotient dels dos quotients ser

=}

0]

~

/q
()

Figura 8
Definim la longitud hiperbdlica,; ¢ (u v}, del segment u v
per p{(uv) =R ! In (u, v, s, t) | , on 1n indica el logarit-

me neperid i R &s el mimero real determinat pel procediment se-
glient. Elegim un segment (hiperbdlic) arbitrari 00' gque prendrem

com unitat de longitud. Tornem a designar, per ablis de llenguat-

- [ ]

ge, per s, t, els punts de 1'infinit de la recta hiperbdlica

o1l mAacoa mavr nem R +a21 o
gue passa perx caa gue

(=]

4 nt Na+arm
1 wetelXr

R ! 1n (0, 0', s, t)1 =1 .

Es tracta de veure que la longitud que hem definit coinci-

deix amb la contruida abans, a partir dels axiomes. Per aixd

e
o
'—‘



basta comprovar que la longitud de segments que acabem de definir

compleix les tres propietats segiients:

1) uv=u"vi= puv) =p(u" v')
2) Gi w egt3 enmio de u i v ., en el gsecment u v
= > e el A L4 et g it b I

il

llavors p(u w) + p(w V) p(u v)

3) p(0 0") =1

Lifinica propietat no immmediata de comprovar &s 2. Es pot

IR <7 <7

R s = 3
t3 enm d i wv, llavors {3

e u, v, s, t) =

(u, w, s, t) (w, v, s, t) . Prenent logaritmes i després valors

absoluts en aqgeusta identitat, s'obté 2 .

ANGLE DE PARAL.LELISME. FUNCIO DE LOBATCHEWSKI

Sigui r una recta (hiperbdlica) i A un punt exterior

a r . Sigui « 1l'angle de paral.lelisme del punt A respecte

de r . El nostre objectiu és demostrar, mitjangant un raonament

?
(6) o = 2 arctge R ,

on & &s la disti3ncia (hiperbdlica) de A a r i R &s el nf-

mero real que hem utilitzat a la definicidé de longitud d'un seg-
ment (i que gquedava determinat elegint el segment unitat 0 0').

n
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Situen-nos en el cas particularment senzill en qué la recta hi -
perbdlica r &s una circumferdncia euclidiana de centre l'eix
real i A &s un punt situat sobre la recta paral.lela a l'eix

imaginari que passa pel centre de la circumferéncia anterior (fi-

circumferéncies de centre sobre l'eix real. Com que aquestes
transformacions conserven, per definicid, les distancies hiperbd-
liques i els angles, bastard provar el resultat en aquest cas par-

ticular.

Aa P1ivmFimtd Aa Ta o~
uc Ll Ll e Ut 1A Lo

[

bdlica r (figura 9). Sigui 0 el centre de r , considerada
com a circumferéncia euclidiana. Sigui c¢ el punt d'interseccid

de CA amb r . Sigui h la longitud euclidiana de A C i k
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e
cia euclidiana de centre sobre l'eix real que passi per t i A .
Sigui P el centre d'aguesta circumferé&ncia. Sigui b 1la tan -
gent per A a aquesta circumferéncia. L'angle de paral.lelisme
o &s l1l'angle de b amb A O . COEEiferem el triangle euclidid

&s « . Anomenem f

P At . Veiem a la figura 9 que A P K
l'angle P £ A ., Com que el triangle P A t &s is8sceles,

28 + @ = 180. Per tant £ = (180 - «)/2 . Per tant, tgB =
cot («/2) = (h + k)/k . Ara b&, si anomenem £ 1la longitud hi-
perbdlica del segment A C , de la definicid de longitud hiperbd-

lica es desprén que

joa
~
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Per tant ,

—_
o))
~—

dion s'obté

. h + k
£ = R 1n " R
2
Lo« _ R
L_k_.]"?;*—c ’
A
e~ b
// //’“'\\\\
/ /e N\
| Ae 50\
P t

BIBLIOGRAFIA

Per a una exposicib detallada de la geometria hiperbdlica

N. Efimov. GEometrie Supériure.

Editions MIR.

Moscou,

1981.

E.E. Moise. Elementary Geometry from an advanced standpoint.

Addison-Wesley Publ.

i
N
ofa

1974.



