CUATRO COLORES BASTAN
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Los elementos recreativos que se pueden encontrar en la matemdtica,
en la matemitica mads elemental asi como en la superior, permanecen desapro-
vechados por la gran mayoria de los ensefantes de nuestro entorno. Tengo la
conviccidn de que su utilizacidn a todos los niveles podria constituir un

fuerte elemento motivador capaz de renovar intensamente el espiritu de nues-

Las padginas que siguen constituyen un pequefic ensayo en esta direc—
cidn. Las he escrito dirigidas hacia alumnos de BUP y forman parte de una
coleccidn de ensayos con el mismo sabor que con el titulo CUENTOS CON CUEN-
TAS publicard prdximamente el Ministerio de Educacidn y Ciencia. Quisiera
invitar desde aqui a los profesores de B
tado que una ex

y motivacidn de sus alumnos. Les agradeceria mucho cualquier comunicacidn re

lativa al resultado de tales experiencias.

1 computador es idiota. Hace falta
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Alcunos ensan

piensan gue

contarle completamente el chiste y explicdrselo bien para que

se rfa. Una coma en lugar de un punto y coma y ya se ha liado.
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http://www.3dpageflip.com/pageflip-3d/index.html

La verdad es gue también el boli es alin m&s imbecil y sin su

ayuda pocos problemas serfamos capaces de resolver.

La h roy a contar esgs la del un problema
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que sblo muy recientemente se ha podido resolver, y con la ayu-
da indispensable de un computador. Y eso que no se trata tan sé
lo de contar répido. Probablemente son muchos los resultados ma

temdticos profundamente dormidos en los circuitos de nuestros

computadores esperando el programa de nieve que sepa arrancar-
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Un poco de historia

En 1852, Francis Guthrie, que habia salido hacia poco de
Tm TTem S e e 2 M T me T e e o RO I TR B PR T e, A
la Il elsidad gl Lwonares, coCriplo 4da su nlermano, aun estudalidn-~—
te alli, si existirfia alguna demostracidn del hecho, que los im

presores de mapas constantemente usaban, de que cuatro colores
son suficientes para colorear adecuadamente cualguier mapa. Fre
der

ck, su hermano, no
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parte, a los rompecabezas y juegos matem&ticos. Su nombre era
Augustus De Morgan. De Morgan no supo demostrarlo, pero fue pa-
sando la bola, que 1llegd a uno de los mas famosos matemiticos

del tiempo, Arthur Cayley. En 1878 Cayley propuso el problema

articulo en el que se proponia una demostracién de que cuatro
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colores eran suficientes. La solucidn de Kempe se did por buena
durante once afios. En 1890 P.J. Heawood encontrdé un fallo en el

ingenioso y complicado argumento de Kempe. Se entusiasmd Heawood

tintos, obteniendo resultados interesantes que hicieron avanzar
considerablemente la topologia, pero no consiguid resolver el
problema original. Entro otras cosas averigud que para un mapa

cualguiera en la superficie de un neum&tico 7 colores bastan,

que para un mapa en la cinta de M&bius
anarentemente mis comnlicados fuero nronto recultos nero el
aparentemen te mas complicados Tueron pronto resulitgs, perc el

de Francis Guthrie en el globo hubo de esperar a la ayuda deci-

siva del computador por mas de 100 afios!.

En 1950 se sabfa que cualquier mapa de menos de 36 pai-
ses se puede colorear ¢on cuatro colores. En los afios 50 Hein-
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ideas de Kempe, junto con la ayuda del computador podrian tal

vez conducir a una solucibn, pero aunque presentia cdmo se po-

técnicas que han conducido a la solucién . El1 perfeccionamiento
vy realizacidn de este plan de trabajo ha sido llevado a cabo,
desde 1970 a 1976, por Kenneth Appel y Wolfgan Haken, de la Uni

versidad de Illinois. Después de muchas horas de pensar y de

s

muchas horas de trabajo y de di&logo con el computador, por fin
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Intentaré darte una idea de los puntos gue han marcado

el camino hacia la extrafia forma de solucidén que ahora tenemos.

El problema
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Se trata de determi
bastan para colorear bien cualguier mapa en el globo o en el
rlano). Pafises con una linea de frontera com@n deben recibir
distinto color. Se excluye que un pais esté& partido en trozos
separados colocados dentro de otros (enclaves). Es ficil ver
que de otro meodo, fijado un nfimero, 6 por ejemplo, se puede
construir un mapa gue necesite 6 colores. Es decir, se excluyen

situaciones como la siguiente
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En este mapa, en el que E es el pais rayado, con encla
ves en todos los otros, se necesitan 5 colores.

También es claro que tres colores no bastan para colorear

cualguier mapa. Este, por ejemnlo,
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Heawood demostrd muy pronto que 5 colores bastan.

{BASTARAN CUATRO?
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es conveniente poner el problema en
valente a la cue tenemos. Para un ma
lar un grafo asociado de la siguient

es simplemente un

de ellos por unas cuantas lineas, ar

guiente forma. En el interior de cad
tal. Las capitales van a ser los vér

grafo dual. Si dos paises tienen 1lin

cos) .

ne vamne a2 ntilieoar
uc vailiCs a UTliiliax
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otra forma mis cdmoda equi-

pa cualquiera podemos sefia-

e manera. (Grafo, recuerda,
; vértices, unidos algunos
Lo hacemos de la si-

a pails sefialamos una capi-
tices del grafo asociado,

ea de frontera comn, uni-

mos sus capitales p

serin los arcos del grafo dual.

Por ejemplo, si el mapa es &s

ue ruce
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sefialamos las capitales y

las unimos segfin la regla sefialada

.‘M
Recnilt+a ast a1 grafo dual
Nnooulea QoL = \j.LClJ_U U Jd.

El grado de un vértice

Paises &> Capitales «—w» VEr

tices del grafo.
Lineas de frontera van a co-
rresponder a arcos del grafo.

(capital) del grafo dual, es de-

cir el nlGmero de arcos concurrentes en &€l, es el nfimero de pai-

ses vecinos del pais correspondiente a esa capital (vértice).

El problema, en términos del grafo dual, consiste en de-
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terminar el nfmero minimo de colores para colorea
mo el gue resulta de un mapa de la forma dicha de

vértices adyacentes tengan distinto color.

La demostracién que Kempe did en 1879 de g
racs hactnn oo ~davdamandto Trmearmt Ao s R P S~ |
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ha sido su esquema el gue se ha utilizado en 1la d

que hoy tenemos. Por eso vale la pena conocerla.

facil entender el camino actual hacia el teorema.
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Llamemos mapa penta(pentacromdtico, si no

a un mapa qgue exija cinco colores para ser

viar)
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que no existe ningfin mapa penta.

Llamaremos mapa normal a aquél que verific

diciones siguientes: (a) no contiene un pais aisl
otro, es decir un pais con un solo vecino; (b) ni
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por tanto situaciones como las siguientes
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r un grafo co-

modo gue dos

Con ello sera.

quieres abre-

bien coloreado.

a las dos con-

ado dentro de
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Observa que el grafo asociado a un mapa normal (los pun-
teos de frontera son frontera de dos o tres paises a lo sumo) es
una triangulacidén curvilinea del globo, es decir una particidn

del globo en tridngulos curvilineos.

Ahora podemos entender la demostracifén de Kempe de que

NO EXISTE MAPA PENTA en los cuatro pasos siguientes:

(1) SI EXISTE MAPA PENTA M, EXISTE MAPA PENTA NORMAL.

se substituyen por otras asi

v si tiene alguna configuracidn parcial de este tipo (algfin pun
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to de frontera de m&s de tres paises)
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se substituye por otra asi (mediante la adicidn de un pais re-
cmn1l+a 1o M
lta e

(=R Yqu

paises vecinos)

Llamemos M* al nuevo mapa, claramente normal. Si el nue

mana M* no fuege
mapa M no rfuese

|t

nﬂrT:mﬁc colorear con cuatro
el L Lo LIl CLIL LUa Ll
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colores. Lo coloreamos. Pero entonces, afiadiendo los paises que
a M le hemos quitado para obtener M* y suprimiendo los que
hemos afiadido, facilmente resulta que M también es coloreable

con cuatro colores, en contra de lo gque habiamos supuesto.

(2) SI EXISTE
MAT, Y MINIMO

I DL LN LIS -

Consideramos todos los mapas penta normales. Cada uno tiene un
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nmero finito de paises. Alguno habrd con el menor nfimero posi-

ble. Clarisimo éno?.

(3) CUALQUIER MAPA NORMAL CONTIENE AL MENOS UN PAIS CON

MENOS DE SEIS PAISES VECINOS.

bi&n este paso de Kempe va a ser totalmente valido.

Para entender este paso mejor, consideramos el mapa nor-
mal, gue sabemos que es una particidn de la esfera en poligonos

curvilineos. Le podemos aplicar el teorema de Euler que ya cono

Caras + V&rtices = Aristas + 2

El nGmero C de caras, pafses, lo podemos expresar asfi.

Si C., es el nGmero de paises con 2 vecinos, C3 el nfimero
“ . -
de paises con 3 vecinos,... entonces, claramente

C=C2+C +C4+...

ra parte cada arco o arista es frontera de dos

2C, + 3C, + 4C, + ...

<&

es el nGmero de arcos contados dos veces, es decir

69



[\
o]
t
[\
(@]
N
4
w
(@]
W
-+
1
(@]
>
-+

Por otra parte el mapa es normal y asi en cada vértice
concurren exactamente 3 arcos de frontera. Por eso 3V es
tambié&n el nlmero de aristas contadas dos veces, es decir

3V = 2A. Eliminando C,A,V en

C =0C. + C + C + .

= T2 3 4 ot

2A = 2C2 + 303 + 4C4 + ...
2A = 3V

C+V=2H+2

resulta f&acilmente

12=(6-2)C2+(6-3)C3+(6—4)C4+(6—5)C5+(6—6)C6+(6-7)C7+...

B T T T e 1 P P 1A - " LN N e
rFOor tanto, COIn ila Suna € 1<, ailguno ae 10s numeros
c.. C.. C ag mMavoy gqua cero oue a¥xnraca nrecicamente 1
Cor L3r Cyr L €S mayor gque cero, gue eXpresa precisamencte .

que tratamos de demostrar. Ingenioso éno?. Esta relacidn de K

pe ha dado mucho juego en la demostracidn que se ha logrado e

1976.

Si logr&ramos demostrar esto ya tendriamos que no puede

existir mapa penta, puesto que esto contradice (3} que yva lo

(0]
0]

tenemos establecido. En egte rnunto s
T stablecid En este punto s



final del todo. Una buena parte de su razonamiento es tambié&n

vadlida y ha servido para la demostracidn correcta.

Para demostrar (4) empezamos considerando un mapa M
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O. o1 Concuv

pais A con dos ue resu

o1
Hid S U

en M dicha configuracién parcial por esta (supresidn de A)

C

»

N

es normal y no es penta, pues tiene un pais menos que M y M

olorear con cua-

b

ue M también
se puede colorear con cuatro colores, restituyendo A y d&ndole
un color distinto del de B y C. Esta contradiccidén demuestra

gque M no puede tener la configuracibén supuesta, si es gue

existe.
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La exclugidn de la configuracidn

™
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es més complicada. Pasamos al grafo dua

damente. El grafo dual es una triangula

contiene la configuracifn parcial
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Eliminamos el pais a identificando

coloreando el ma

1 para razonar mids cémo-

cidn de la esfera que

a con b y queda asi
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esta configuracifn REDUCIDA

h=
=
b=

El grafo resultante no es penta. Se puede colorear con cuatro

colores, 1,2,3,4. Distinguimos dos casos.

Caso 1. S1i ¢ y e tienen el mismo color, 2 por ejem
plo, entonces b tendrd otro, el 3 por ejemplo y d otro
distinto, el 4, por ejemplo. Asfi

bza c
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a,

amos el color

Q

Entonces restituimos le

Caso 2. Si ¢ y e tienen distinto

por ejemplo, entonces b y d tienen el

se indica

1 vy resuita el

color, 2 y 3,

1 yel 4, como
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Entonces, o bien se puede ir de ¢ a e por arcos fuera del

rect&ngulo bcde pasando por una cadena de vértices

232323...23 {cadena de Kempe) o no se puede. Si se puede, en-
+Anrnao o M1t M oan w»1adAa 4 Ay Fraaavra Aal mamdRimwrirl A AaaAda 1
Uil o o \juc i P=A—] Pucu.c oL PUJ. LUuccrL a uc . icCcoeLa lkj wivw ucouc 1)
a d por una cadana 141414...14. Tomamos el par bd o ce

para el gque no se puede. Sea ce, nor ejemple. Partiendo de
¢ hay un tramo 2323... gque no se puede continuar por trope-

zar con la cadena 141414...14 de b a d. Ese tramo se cam-

bia a 3232... vy asi colocamos en el caso 1 vy podemos proce-
P IR P 11
UL OOl alll.

El fallo de Kempe estuvo en la REDUCCION que quiso hacer

de la configuracién
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ae un moad semejante, pero mas complicaad. oS nos ue
falsa acui. Pero con lo ague hemos visto va esti bien clara 1la
falsa aqul. Pero con lo que nhemos visto ya esta bien clara la

idea. Te la escribo de nuevo en té&rminos modernos, esta vez en
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tres pasos.

A la vista del esquema de la demostracibén de Kempe, en-

tenderas el esquema siguiente.

(1) TODO MAPA PENTA NORMAL TIENE CIERTOS CONJUNTOS INEVI

TABLES DE CONFIGURACIONES. El conjunto inevitable de configura-

Conjunto inevitable de configuraciones, es decir alguna de las

configuraciones de este conjunto tiene que estar en el mapa.

(2) HAY CIERTAS CONFIGURACIONES QUE NO PUEDEN ENTRAR E
UN MAPA PENTA MINIMC (CONFIGURACICONES REDUCIBLES). Kempe demos-—

reducibles. La demostracidén que did para fue falsa.
(3) LA CONSTRUCCION DE UN COMJUNTO INEVITABLE DE CONFIGU

RACIONES CADA UNA REDUCIBLE IMPLICA LA NO EXISTENCIA DE UN MAPA



APPEL Y HAKEN LOGRARON EN JUNIO 1976 CONSTRUIR UN CONJUNTO DE

1482 CONFIGURACIONES CADA UNA REDUCIBLE.

En los filtimos 30 afios los aficionados al problema, espe

cialmente Heesch lograron idear métodos programables en el com-

putader para construir conjuntos inevitables de configuraciones.
También se hicieron programas para comprobar si una configura-

cibn es reducible o no. Estos programas eran complicados y lar-
gos, tanto que incluso los computadores modernos necesitarian
siglos para comprobar si las configuraciones de ciertos conjun-
tos inevitables que habia gue considerar eran reducibles o no.
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unas dimensiones mas
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manejables. Con ello lograron finalmente en 1976 obtener el re-

sultado. El problema estaba resuelto.
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putador. Es interesante oirles a ellos describir cdémo en ciert
momento de su trabajo el computador comenzd a ensefiar a sus

maestros el modo adecuado de proceder.

"En este punto, el programa, que para entonces habia ab-
sorbido nuestras ideas y mejoras de dos afios, comenzé a sorpren
modo que podiamos siempre predecir el curso gue seguiria en
cualguier situacibn dada, pero ahora comenz6 de repente a actuar
como una miquina de jugar al ajedrez. Se fabricaba estrategias
compuestas basadas en los trucos gque se le habia "ensefiado” y

a menudo estos ensayos eran mucho mds inteligentes gque los que
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nosotros habriamos intentado. Asi comenzd a ensefiarnos cosas
acerca del modo de proceder que nosotros nunca hubiéramos espe-

rado. En cierto sentido habia sobrepasado a sus creadores en al

Después de oir esto te puedes volver a preguntar E(Es el
computador tonto o listo? Un computador bien ensefiado te gana
al ajedrez, te gana al Nim, te gana al Tres en raya o por lo

menos te empata. Y aqui tienes el caso de un teorema, el de los
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ber sido por la ayuda indispensable del computador. Seguro gue

pronto veremos muchos otros teoremas con el mismo sabor. Pronto
veremos tambié&n cbémo el computador es capaz de ensefiarte inte-
grales, de corregir tus ejercicios, de ponerte notas ( qué ho-
rror!). Es de esperar gue aprendamos a usarlos bien, porgue mal

L)

usados nos hardn la vida imposible.
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