EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

Xavier Mora

El teorema de la divergéncia estableix la igqualtat entre
una integral de
integral de superficie estesa a la frontera d'aquella regid.

Concretament, si § denota una regid acotada de l'espai, limi-

tada per la superficie 388, i F = (Fx’Fy’Fz) denota una fun-
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senta el vector unitari normal a la superficie 30 1 dirigit
cap a l'exterior de & (evidentment, el vector n varia al
despagar-nos sobre la superficie 5Q). L'expressibé que apareix
com a integrand al primer membre de (1) s'anomena divergéncia

del camp vectorial ¥, 1 generalment es representa mitjancgant
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tem considerant unitari, 1'integrand del segon membre de (1) es

pot escriure tant Fn com F.n, moltes vegades el vector nor-
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mal n es considera associat amb l1'"element de superficie" dS
i llavors el segon membre de (1) s'escriu fag FedS. Per a que
sigui valida la relacié (1) cal gque la regié & (que suposem

acotada) i el camp F satisfacin unes minimes condicions de re

gularitat; concretament, pel que fa a la regi6é & n'hi ha prou

amhb 1A 1a acaavras enmarficie ac rmnonni desecommnondre an un nombre i
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nit de trogos de classe ( els quals enllacin amb angles no

nuls; d'albra banda, referent al camp vectorial F &s suficient

que les funcions Fx,F ,FZ siguin diferenciables amb derivades

y

parcials de primer ordre uniformement continues sobre Q. Per

a una explanacid precisa dfaquestes condicions, i com a referé&n-
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exemple el text de Protter, Morrey [1977: Cap. 16].

Segons la majoria d'autors soviétics i molts dels france-

soc ol +enrem
sS0OsS el Tecre

14
canvi, molts altres autors solen atribuir-lo a Gauss, i encara
hi ha un tercer grup que tendeix a associar-lo amb el nom de
Green. A continuacib veurem el que va fer cadascun d'aquests
autors, i després seguirem amb altres consideracions sobre la
histdéria 1 les aplicacions del teorema de la divergéncia. Es de
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la matemdtica a les ciéncies de la natura.

El doble objectiu del present article, exposar la histd-
ria del teorema de la divergéncia i mostrar la manera com s'apli

ca, ha fet quelcom dificil decidir si utilitzar notacid i termi-
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nologia modernes o bé& les originals. Al final hem acabat per re
nunciar a la notacid i terminologia estrictament originals,

doncs aixd hagués suposat un llenguatge bastant poc &gil. Basi-

cament, la diferéncia entre la nostra manera de parlar 1 la
dels articles originals consisteix en gue nosaltres utilitzem

llenguatge'i notacid vectorials, mentre gue els autors a gque
ens referim parlaven sempre en termes de components (tingui's
en compte que la nocib de vector i la notacidé associada no van
ser introduits fins a finals del segle passat, mentre querels
treballs cque ens interessen a nosaltres daten del primer terg
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'infinitésgims; &s clar que totes les coses
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gque diem en termes d'infinit&ssims es poden posar en termes de

limits, perd moltes vegades el llenguatge infinitessimal resul-
ta més dgil. Per Gltim, un altre aspecte en qué tamb& seguirem
els autors originals &s gue per regla general no prestarem gai-
re atencid a les condicions de regularitat gue hagi
les funcions i dominis espacials intervinents; tot el que fem

valdri sempre que les funcions i dominis espacials siguin sufi-

cientment regulars, per exemple si sb6n infinitament diferencia-
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Dels autors esmentats més amunt, el primer en ordre cro-

1L, il

noldgic &s Gauss, amb un treball gue data del 1813. Encara que

no conté cap enunciat general del teorema de la divergéncia, en
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aquest treball s'hi troben fins a sis casos particulars d'ell,
cadascun amb la seva demostracib. Tot i que no arribé&s a abs-
treure el resultat general, déna la impressid de que Gauss domi

nava perfectament la té&cnica de la seva demostracid, la qual

aplicava sempre que 1li feia falta. La mateixa manera de fer

enunciat general del teorema de la divergéncia.

En el treball de 1813, Gauss s'ocupa del problema de de-

o]

terminar el camp gravitatori degut a un cos homogeni de form
esferoidal o el.lipsoidal (per esferoide s'entén aqui un el-.lip
soide amb dos semieixos iquals, com é€s el cas de la Terra). El

problema del cdlcul del camp gravitatori d'esferoides i el.lip-

rin, Lagrange, Legendre i altres autors, perd en el treball a
qué ens estem referint, Gauss va donar un nou m&tode bastant
més senzill que els anteriors. La clau d'aguest nou mé&tode con-
sisteix en prendre la integral de volum que dbéna el camp gravi-

tatori i transformar-la en una integral de superficie; aixd es

nuacib expliguem el teorema tercer del treball a qué& ens estem

referint, el qual dbna un resultat més general del que sembla a

primera vista.

Consideri’s un cos finit § de forma qualsevol i densi-
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Sigui 4(x) la for

tat const gui {(x
entre dues particules de massa unitat en funcid de la seva dis-
tdncia x (Gauss déna per suposat que aquesta forga és central
i proporcional al producte de les masses). El problema consis-

teix en determinar la forca que el cos ! exerceix sobre una

particula de massa unitat situada en un punt qualsevol M.

Tdwranm 1737 ot mbam=a Aa ~amemdanadac sma~db ovwrs T aer amiv A d s -1 13
I LaAaClll 1 2L LTl Uuc LuuvLucliiauco Lo l_a.ll.guJ.GL.L aillvw UL J.\_.j il al k}u ic
M . La forga que volem calcular vindr3 donada per un vector

que denotarem E = (Ex'Eq’Ez)° En el que sequeix P denotara

un punt genéric de § el gual vindri representat pel vector de
posicid Y = (x,y,z)
lum dV entorn de P vindr3d donada per {(1)dV, 1 la seva compo
nent en la direccid x vindr3 donada per %ﬁ(n)dv. En total,

la comnonent x de la forca exercida per tot el cos § vindra

donada per la integral de volum

or |
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Evidentment, les altres components vindran donades per expres-
sions andlogues on x estard substituida per y 1 1z, de ma-

nera que serd suficient considerar el problema per la component

X e

Per transformar la
particié de § mitjancant un feix de cilindres molt prims para-
l-lels a 1l'eix de les x: Prenguem un pla perpendicular a

aquest eix i denotem s? i P” les projeccions de & i P
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sobre ell (vegi's la figura adjunta).

N
tn

8]

I'ls successius punts en qué la recta p p travessa la super-

ficie 239 els denotarem P&(i =1,2,...) 1 els seus vec

tors de posicid els denotarem respectivament et = (xL,yL,zL);

és evident que el nombre de punts pi és sempre parell. Sigui

100 T amant Al A cpimmr£d et Q0 sy . . 0 .
ad un elementct de la superricle S sSiTuat entorn dae P 1
considerem el cilindre de seccid dSY i generatriu l'eix de

RV

les x. Els successius elements de superficie determinats per

aquest cilindre al tallar 30 entorn dels punts pL els deno

o
w



tarem dS*. Finalment, siguin o/“,ﬁL,'y’L els angles que la nor
mal exterior a la superficie 3Q en el punt pL forma amb ca-

dascun dels eixos «x,y,z (en termes d'aquests angles, el vec-
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transformacidé de les &rees al projectar figures planes tenim la

relacid

; fo o? 3 4 o
dS" = - dS cos o =dS cos & =-dS cos & =4S cos & .... (3)
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igualtat sén positius, doncs els nombres cos o s8n negatius

0 positius segons que 4 sigui senar o parell). Considerem la

contribucid a Ex deguda a la vart de (@ 1limitada pel cilin-

dre de base dSY; aquésta ve donada per
2 x4
I X piny dxe ds? o+ £ X gn) dx dSO o+ L.l
1 o ® 3 n°
x! x?

Si canviem la variable d'integracid de x a x, agquesta expre

ssid es transforma en la segiient

7 4
P N R A D1 L sy 4. A0 "
J Al an ads + J AV} da ads + ...
n! n3

Sigui ara F wuna primitiva de §; aplicant el teorema fonamen
tal del calcul infinitessimal, 1l'expressié precedent pren lla-

vors la forma seglient:
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Ara b&, si ten

ssibd resulta equivalent a la seglient:

1

F(n’) cosal ds’ + F(/LZ) cosoz2 dsz + Ff’Ls) cosoz3 d33 + F(/L4) oosOl4 ds4 + ...

Aixi doncs, si sumem les contribucions degudes als diferents

elements dS’, obtenim el resultat seglient:

on la integral s'est&n a tota la superficie del cos considerat.

Més endavant, Gauss aplica aquesta f8rmula al cas especi
fic d'esferoides i el-lipsoides, la qual cosa 1li permet d'arri-
bar a una férmula per a Ex que no conté m&s gque una integral.
simple, i encara en el cas dels esferoides aquesta integral es
pot fer analiticament. El resultat que ens interessa més a no-

saltres &s la iqualtat entre les dues expressions (2) i (4).
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dv = f Flr) cos @ dS, (5)
Y] af

la qual cosa podem escriure també& de la manera seglient:

(6)
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on ¢ representa la funcid escalar definida com

e
s oy = L2y ey 4
${x,4,2) T FRAT+y" + 27 ) (7)

Evidentment, la relacid (6) també &s valida si canviem x per
1ir la forma general del
a

vol funcid de (x,y,z) i no solament una funcid de la forma

(7).

OSTROGRADSKII I GREEN

- = Tl Y U gy amm o mTIIT g
'Ostrogradskil es troba en tres comunica

cions presentades respectivament els anys 1826, 1827 i 1828,

les dues primeres, presentades a l'Académia de Cién

et i =
cies de Paris, van romandre in&dites fins el 1965, any en qué
van ser publicades unes traduccions russes; la comunicacid de

1828
L0LT ciencles

r P
Sant Petersburg, va ser l'Ginica que fou publicada a l'é&poca, con
cretament el 1831. D'aquests treballs, la part que ens intere-

ssa a nosaltres i que describim a continuacid &s practicament

nera vegada 1'enunciat i demos



Gauss. Aixf doncs, si b& Ostrogradskil t& el mérit d'haver sigut

el primer en abstreure el resultat general, també &s clar que la
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L'inter&s d'Ostrogradskii en el teorema de la divergéncia
provenia de la teoria matemdtica de la propagacibé de la calor,
que feia poc havia estat desenvolupada per Fourier. Especifica-

ment, el lloc on Ostrogradskii aplica el teorema de la divergén-

D I ORI -3 SSUOU TN [T SR, [ S SR N IR SO MUY -
Cld €5 Centra eli eriricar 1L oreogornalilidi ae .ie runcions pro-=
nies de 1'omerador de Lanrnlace amb condicione de contorn de terce
ples de 1l oOperadeor de Laplace amb condicions de contorn de terce

ra classe sempre que aguestes funcions prdpies corresponguin a
valors propis diferents. En concret, si A denota l'operador de

Laplace, definit per la f8rmula Au = D;u-FD;u-FD;u, i Dnu

denota la derivada de y en la direccid de la normal exterior

n, es tractava de veure que si ¢ i ¥ sb6n dues funcions so-
T Ie) ottt afFand Tam camidiandoa A~rrm~ad Av o
F N B =) YA oALlLloDilLCllu ATO DU\_—J UcCIi Lo cquab;u 1o

Ay = Ao a (8)

Ay = uy a (9)

11;’ ’vf} = u.¢ a auu (10)
n

an = ho a 239 (11)

amb X # u, llavors ¢ i ¢ satisfan la relacid d'ortogonalitat

D

(a les equacions (10) i (11), h representa un nombre real posi

tiu que és dada del problema). Per a obtenir la relacid (12),
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OstrogradskiY multiplica l'equacid (8) per ¥ i l'eqﬁacié (9)
per ¢, fa la difer@ncia i integra sobre {, 1la qual cosa dé-

na el seglient:
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Aré es tracta de donar-se compte de que 1l'integrand del primer
membre &s la divergéncia d'una certa funcid vectorial; concreta
ment, resulta que YyA¢ - ¢ AY &s la divergénecia de V¥ gradé -
-¢ grady, on la notacié gradu 1'adoptem d'ara en endavant per
a representar el gradient d‘una funcid escalar u, é&s a dir la
(D_u,? D

w
X y !
s 7

N
I

-

dor de Laplace equival a fer la divergéncia del gradient:

Ay = Diu-+03u~kviu = div gradu, i que la derivada en la direc-
cib6 de la nérmal ve donada per Dnu = nXDxu—Pn D u-+nZDZu =
= pn-gradu). Havent observat aixd .

H] £ 8y B 14V 1 v aAlxQ,; \/

vergéncia ens permet fer la seglient assimilacid:

[ (WA -9 MY =]
d

)

(V0,0 - ¢ D ¥)dS (14)

Aplicant aquesta fdrmula a (13) i tenint presents les relacions

(A=p) f oY dV =0 (15)



tulat "Un Assaig sobre 1l'Aplicacid de 1'Andlisi Matemdtica a

les Teories de 1'Electricitat i el Magnetisme", el qual va es-

criure a les estones que li gquedaven lliures d'ajudar el seu pa
ra en la feina de forner i1 més tard moliner, Aquest treball fou
publicat per subscripcié (!) 1l'any 1828 (abans de la publicacid

d'Ostrogradskil), perd va passar desapercebut fins el 1846, en
qué va arribar a coneixement d'en Kelvin (quan ja feia cinc

anys de la mort de 1l'autor).

ment. Donat que la forca electrostdtica obeeix una llei andloga
a la de 1l'atraccib gravitatdria, al principi es pot pensar que
el problema a qué& ens estem referint &s basicament el mateix

gue hem comentat al parlar d'en Gauss, perd tradult de la gravi

UL 4 - b I I [T B T SR ('3 3 S TR —_ . ™ a2 1 o =
LdCl1l0O a 1 eleCllsidllCd. ladlllidatelx, a l1ld practica el cas de
l'electrostdtica presenta una diferéncia bastant notable, que

€s que quan el cos en gliestié &s un conductor, llavors la carre

ga eléctrica &s lliure de moure's pel seu® interior, i en parti-

gque aguésta es distribueixi d'una certa manera que cal determi-
nar. Aixi doncs, en el cas de l'electrostdtica el problema té&
dues incoOgnites: el camp eléctric i la distribucid de cirrega
sobre el conductor, mentre que en el cas de la gravitacid només

hi teniem la primera.

Per tractar aguest problema, Green es va basar en 1'ob-

servacid, que havia estat feta per Laplace (1782, 1787) en el



cas de la gravitaci6, de que el camp E degut a una certa dis-
tribucié de carrega té la particularitat de que les seves com-
ponents en les tres direccions de l'espai vénen donades per les
corresponents derivades parcials, canviades de signe, d'una cer
ta funcib escalar ¢, la qual rep el nom de potencial. Segons
va mostrar Green, el problema de l'electrostdtica es redueix

a determinar el potencial ¢ a partir de les condicions se-

A¢ = 0 a o (16)
¢ = UV, a Z, (17)
¢(v») —™ 0 gquan # —> o (18)

-

on I representa l'espai no ocupat pels conductors i cada pare
1lla ZL' Vé representa la superficie d'un d'ells i el correspo
nent valor del potencial, el qual se suposa conegut (aqui estem
suposant que el nombre de conductors &s finit i la seva exten-
sid barticular, a partir de les
(18) Green va mostrar que la funcid potencial ¢ determina de
manera Gnica la distribucié de carrega sobre els conductors. Re
ferent a la recerca de la solucid del problema (16)-(18), en el
gue &s la qgue ara es coneix com a "funcié de Green", i en un
treball cinc anys posterior va introduir una primera versid de
1"important principi de gque la solucid de (16)-(18) é&s la fun-

cié que minimitza el valor de la integral [ ngad¢ﬂ2 dV d'en-
Q

tre totes les que satisfan les condicions (17)-(18).
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ra
divergéncia, les quals sén conegudes com a "fSrmules de Green".
Una d'aquestes identitats &s la férmula (14) que ens ha sortit
ja al parlar d'Ostrogradskil. En el treball de Green aquesta

férmula s'obté a partir de la seglient, la qual resulta ser tam-

R4
e

(per a passar de (19) a (14) nomé&s cal sostreure de (19) una re
lacidé andloga on s'han intercanviat ¢ i ¥). Com es podrid apre

ciar, la f6rmula (19) equival al teorema de la divergéncia apli
cat a la funcidé ¢ grad ¥. Referent a la demostracid donada
per Green, no hi ha altra cosa a dir sind que aquesta sequeix

o~

basicament la idea de Gauss.

podem referir la demostracib de la unicitat de solucions del
problema (16)-(18): Si ¢, i ¢, s6n dues solucions d'aquest
problema, llavors &s clar que la diferéncia ¢l - ¢, serd solu

cid del problema andleg amb totes les I, iguals a zero. Si

|

)

el domini § fos acotat, llavors no tindriem més que aplicar
la férmula (19) amb ¢ = ¥ = ¢l - ¢2, la gual cosa ens déna
el seglient resultat:
2
/ llgrad (¢l - ¢, dV =0 (20)

9]
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(doncs A(p, = 6.) =0 i (¢, = ¢,)| = 0); donat que la
R L L ' BQ.

funcid que apareix sota el signe integral &s positiva pertot,

aquesta relacié implica que qrad(¢l - ¢2) és sempre nul, i

per tant la funcid ¢1 - ¢2 &s constant; finalment, com que

¢1 - ¢2 val zero a la superficie 3{i, resulta gque aquesta
constant a de ser zero i mner tant obtenim acgue lesg funcions
constant na a se Zere, 1 per tTant olTenim gue les runcions

) i ¢2 sbn exactament la mateixa. En el cas en qué el domi

1
ni @ no &s acotat, llavors la férmula (19) no &s aplicable

directament, perd la condicié (18) permet d'obtenir el mateix

resultat considerant un domini acotat cada vegada més gran.

n n
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Mencionem aqui que el nom de Green
za també& per a referir-se al teorema ae la rotacidé (o de Stokes)
en dimensid dos, resultat que &s equivalent al teorema de la di-
vergéncia en dimensi6 dos; tanmateix, el cert &s que no hi ha

ai reg cemhlant (még
1 reg semplant (més

A

1agués fet
aviat sembla que aquest resultat &s degut a Cauchy i Riemann).

En canvi, el problema (16)-(18) i el corresponent principi de
minim a qué hem al.ludit abans, els quals si que van ser consi-

derats per primera vegada per Green, aquests no reben pas el seu

nom sind el de Dirichlet. Diguem també& que Green va ser el pri-

o))

o T A
= aa

O

taci

o)

actual 4 &s deguda a Robert Murphy: "Elementary Principles of
the Theories of Electricity, theat, and Molecular Actions",

1833).



el teorema de la diverg@ncia va ser utilitzat per Sarrus [1828]
i Poisson [1829], que, com es veurd pels titols dels seus tre-
balls, estaven motivats respectivament per les oscil.lacions
dels cossos flotants i ver l'elasticitat. Encara que aquest au-
tors no diuen pas d'on han tret el teorema, és bastant plausible

11 Al e e P IO P NI e |
gue e.L coneguessin per ies Comunicacions a

DIVERGENCIA I FLUX

Una aplicacié tipica del teorema de la divergé&ncia consis
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criuen processos de transport. Considerem per exemple el cas del
moviment d'un fluid. Sigqui O wuna regi6 d'espai fixa (respecte

un cert sistema de referéncia), i sigui M(£) la quantitat de

massa continguda a © en el moment £, D'una banda tenim que
A A Q Q A

on p denota la densitat del fluid. D'altra banda, és clar que
la variacid de M en un interval de temps ha de ser igual a la

U N I I P . « o P
udltliidi licita Uc lidssd gque

O

dura

ub “l

nt a

tzar integrant la contribuci6 dels diferents ele-

[
[
-

pot comptab
ments de superficie de 3Q: segons es veu facilment, la quanti-
tat de massa que entra per l'element de superficie dS durant
l'element de temps dt ve donada per - u, dt dS, on el vec-
i

tor u representa la velocitat del fluid, u_  representa la
14 -

O
W



seva component normal; integrant a

la superficie 3Q, i dividint per d£f obtenim que

[

D
&4
Qr =
D
by
o
w

e
e
e
=

Sobre aquesta relaci6 s'aplica llavors el teorema de la diver-

integral de volum; aixd ens dbna el seglient resultat:

)
D
&
h~}
Q,
<
]

- [ div(euw) dV (24)
Y

e
e
o~

(e

Ara bé, aquesta relacid ha de valer per a una regi 2  qualse-

ren Aa Ta ~n1al msacas alan Aadnediywy ~1a alag dntacrrande Aala Am~ao
VUL uc L \.iuCl.L /o a - <1 UTuUuuUuCT LA kiuc iAo J.IILCH_LQ.ILMD U Lo U o
membres han de ser iquals:

D,p = - div(eu) (25)

Amb aixd hem obtingut una equacid diferencial fonamental de la

= I P p—— P [ Y ~t SIS, SO P P TR PR, . _- —~ —
GlindaitiCa e 1Llulus, gue S aCusiula a ditoliellarl

Una propietat que diferencia els liquids dels gasos és

qgue els primers sén prd8cticament incompressibles, &s a dir que



que DIP = 0 i per tant l'equacié (25) ens diu que s'ha de

complir la relacid div(pu) = 0.

s'ntilitza en aldlisi vectorial. AixiI per exemple, una integral
de superficie de la forma {2 Fn dS, on F representa un camp
vectorial donat, s'anomena "flux" del camp F a través de la
superficie Z. Un altre exemple &s la noci6 de "linia de co-

rrent"; per definici®, una 1linia de corrent del camp F wvol dir

una linia que en cadascun dels seus punts te el vector F com

rrent”. Aplicant el teorema de la divergéncia a la regid d'es-
pai interior aun tub de corrent i compresa entre dues superfi-

cies limitants Z i Z (és a dir, dues "tapes"), es veu f&-

[\

través de Zl &8s igual al flux a través de Z,; degut a aques-

cuwny, -nros: tub). Aguest terme va ser introdult per Maxwell
[1873], que també &s el principal responsable del terme "diver

géncia" (en realitat, Maxwell parlava de la "convergéncia" vol-~

. s T
guent dir el gue nosaltres anomenem diverg@ncia perd canviat de
signe; el primer en utilitzar exactament el terme "divergdncia"

va ser Clifford).

Un cami similar al gue ens ha portat a 1l'equacié de con-

tinuitat permet deduir també 1l'equacié de la calor. En aquest
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an o de 1la
Cc dae la

cac 11 macea M
cas, enlillio assa M

il

fa balan

c de 1'ener
1¢ e 1l ener

es
E, 1 per a comptabilitzar el flux de calor a través de 3% es
te en compte que la calor flueix en sentit contrari al gradient
de temperatura amb una intensitat proporcional a la magnitud

d'aquest gradient (llei de Fourier), &s a dir, que el paper que

més amunt feia la quantitat pu, ara el fard la quantitat

— PITY. I e ~ t B 1o mmoac~smd i1 mAamd b drrn o mmanm b~ o d
Ll gl-‘l“ I 7 A F Y " =0 uiriQ ua‘:{ il Luu h)UD_L [N a caraceiLtcclLiaibobLliCa
del medi anomenada conductivitat t&rmica. Seguint un procés
A J Pl

completament andleg al de més amunt resulta llavors la seglient

equacié diferencial

Die = div(K gradT) (26}

on € representa la densitat d'energia interna. Si no tenen
lloc reaccions quimiques ni canvis de fase, llavors la variacid
d'energia interna s'inverteix en un augment de la temperatura sg

Ta vyalarniA Ae = A dT
+a Yreiacio G¢g C G

8o
=3

nea on o Tna acni
Ol 7 (02483 [ wila agiis

Q

ristica del medi anomenada calor especifica. En tal cas, l'equa

cid precedent es transforma en la segtient

div(k grad T), (27)

)
ﬂ
I
Ol

i si suposem K constant i posem 4

I
ES
~

T = a AT (28)

L'equaci6 de continuitat (25) va ser obtinguda per pri-
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de Ciéncies de Paris 1l'any 1807, encara gue no publicat fins el
1822. Com es podrd apreciar, aquestes dates s6n bastant ante-
riors als treballs de Gauss 1 OstrogradskiI que hem comentat

més amunt, de manera que, O bé les deduccions de Euler i Fourier

procedien per un cami diferent, o bé el teorema de la divergén-

i BAg maAa vall Aanl ~m1a oan mnencem
il o 1L O Vo L LR S ) \iuc i1 b}bllc\—lllb
En el cas d'Euler i l'equacié de continultat es tracta
afambdvramandt Alianm Aamt Ad Farantes Arnl1lasn A narar 1 Va+rAan~di_R2 Anr
ciLTuvLlLy [FR-H 9 S O 8 Uil vl UlLiTlLCTllL . CililiLiUuLe WU et L £ accliviy Tl

fluid al llarg del seu moviment.

En el cas de Fourier no és pas la mateixa cosa, sind que

d'alguna manera el seu raonament conté& un germen del teorema de

la divergéncia. Per deduir 1l'equacid de la calor, Fourier fa
balang de l'energia interna sobre una regid d'espai fixa; la di

feré&ncia respecte al raonament gque hem sequit nosaltres &s que
aquesta regid la pren de granddria infinitessimal i amb una for-
ma particular. En cada punt de l'espai, Fourier considera el que

ell en diu una "molé&cula prismdtica", que ve a ser un ortoedre

w dfarestes infinitessimals amb un vértex sobre el punt en
gqiestid. Les tres arestes que conflueixen en aquest vértex les
prendrem com a definidores dels eixos x;y,z d'un sistema de

coordenades rectangular; les longituds de les corresponents ares

tes de l'ortoedre les anomenarem respectivament dx, dy, dz.

Fent balan de l'ener de la manera coue hem i i
Fent balar de L1 'ener ge la manera gue nem 1ndil

1¢ gia



s'arriba a l'equacid segilient,

f D,e dVv = - [ F dS (29)

e N, N

w oW
on ¥ denota el camp vectorial -kgradi, i w denota lior-
toedre infinitessimal (compari's amb l'equacid (23)).

Ara no disposem del teorema de la divergéncia, perd com
que l'ortoedre w &s infinitessimal, el valor de Dte es pot prendre
com a constant i F es pot suposar una funcié lineal de «x,y,z;
en tals condicions es poden calcular explicitament les dues in-
tegrals de (29): la primera dbna immediatament el resultat
D,e lwl, on |wl| representa el volum de w; la segona reque-

reix uns quants cd@lculs després dels quals s'arriba al segilient

resultat

I F S = (DF +0DF + D F )lwl
z'z

o~
[¥8]
o)
—

Aplicant aquests dos resultats, l'equacié (29) es transforma

en l'equaci6 (26), d'on es dedueix l'equacid de la calor.

+trar e
traxr ¢

t
[0]
0
Ia}
®

3

idea és aproximar la regié §{ mitjancant un mosaic de petits

ortoedres w,; si sumem les relacions (30) corresponents a

’
A

tots aquests ortoedres obtenim el segiient

&M
Qo —,
&
-
=
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W
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&~ M
S
-
+
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«
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Ara bé&, en el primer membre d'aguesta igualtat resulta gque sem-

pre que dos ortoedres w, 1 w; tenen un tro¢ de frontera co-
~ J

md, el flux a través d'aquest tro¢ &s comptat dues vegades, una
vegada amb signe mé&s i l'altra amb signe menys. Aixi doncs, es-
td clar que aquest primer membre el podem substituir de la mane
ra

anmes
DTy

(DF, + D F + D_F_ ). lw,l (32)
A A yy L L A A

-~
rt
&
il
& M

on I denota la superficie exterior a tot el mosaic d'orto&-

dres. Si ara anem refinant aquest mosaic, fent que els seus

components Siguin cada vegada més petits, i que el total s'a-
proximi cada vegada més a , resulta que en el limit la rela-
cibé anterior es transforma en el teorema de la divergé&ncia (tam

bé &s veritat perd, que aixd es diu molt de pressa i en canvi

for—hn Ae m
ier—-ne ae

La relaci6 (30) es pot considerar una versié local del
teorema de la divergdncia. En general, si prenem la f6rmula
(1) que expressa el teorema en la forma usual, apliquem el teo

rema del valor mig al primer membre, i considerem el 1imit quan

el domini tendeix a un punt, llavors obtenim la relacib seglient
, 1
DF +DF + D F_ = lim — f F ds (33)
X X y y z z 8 (w-0 @l 3 %

on 6 (w) denota el "didmetre" de w &s a dir el suprem de les
dist3ncies entre dos punts de w. Aquesta fSrmula ve a expre-

ssar el mateix que (30) perd sense 1'ts dfinfinitéssims i sen-

\o
o
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se la restriccib que
ortocedres amb arestes
membre de (33) no fa referé&ncia a cap sistema de coordenades,
aquesta relacif mostra que el valor de 1l'expressid

Dxe + DuFu + Dze no depén pas del sistema de coordenades que

estiguem utilitzant. Evidentment, aquesta propietat &s molt sig
nificativa, doncs el sistema de coordenades €s una cosa que po-
sem nosaltres, i per tant no te res d'inherent al camp F. La

manera d'entendre la divergéncia sense coordenades és tal com

diu el segon membre de (33): si considerem una regié w ca-
da vegada més petita entorn d'un punt, la divergéncia de F en
aquell punt &8s el 1lfimit a que tendeix el gquocient entre el flux

a través de 9w i el volum de w; dit d'una altra manera, la

divergéncia &s la densitat corresponent a la variable aditiva
que a cada regif li associa el flux a través de la seva superfi-

u

cie; una altra manera d'expressar aixd &s dir que la divergén-

Q

cia d'un camp a un punt representa la contribucié d'aquest punt
al flux a través d'una superficie que l'envolti. La veritat é&s

que el nom donat per Maxwell s'hi adiu forga.

dre com a definicid de divergéncia el segon membre de (33) en-
lloc del primer. Tanmateix, aixd te el problema de que la succe
ssid d'oberts w que apareix al segon membre de (33) es pot
escollir de moltes maneres diferents, i per tant, per a que la
definicid fos coherent, hauriem de garantir que el resultat no
depén de la manera concreta en qué es faci l'eleccié. Al final

ens trobariem que hauriem de comencgar prenent els w d'un tipus
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concret (per exemple ortoedres), i per a veure que al fer una

altra elecci6 surt el mateix resultat no hi hauria més remei

que demostrar abans el teorema de la divergéncia; aixi doncs, la
situaci6 no &s pas millor que la que trobem al prendre com a de
finici6 el primer membre de (33).
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