L'AXIOMA DE L'ELECCIO I LA PARADOXA DE BANACH-TARSKI

Josep Pla Carrera

Universitat de Barcelona

Des del moment mateix que hom s'inicia a l'estudi de les
matemdtiques ~en tant que ciéncia en ella mateixa- es troba amb

l'anomenat AXIOMA DE L'ELECCIO: A. C.

L'A. C. ens diu
"si Q= {A, : 1 €I} &s una familia de
conjunts no buits i disjunts dos a dos ,
existeix un conjunt M = {xi : i €1}

que té exactament un element X; en co-
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que podem enunciar de forma, potser més intuitiva, dient:
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"donada una particid @~
existeix un conjunt M que conté exacta
ment un element de cadescuna de les parts

de la particid ¥ ".
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http://www.3dpageflip.com/pageflip-3d/index.html

Es ben conegut que la restriccib que hem imposat als Ai€5

d'ésser disjunts dos a dos &s supérflua.

Aquest axioma &s existencial i hom havia pensat que, en ma
temdtiques, existir havia de ser equivalent a ésser construtble
i amb aquest axioma aixd no &€s pas aixi. Sembla doncs que aquest:
axioma &s essencialment diferent dels altres axiomes existencials
de la teoria axiomdtica de conjunts, ja que en ells -en els altres
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l'existéncia del qual es garanteix. AixI, a tall d'exemple,

l'axioma de la unidé ens diu que, per cada conjunt X, existeix el
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conjunt UX que conté com elements els elements dels elements
L'Axioma de l'eleccid s'usa de forma inconscient al llarg
del segle XIX i el mateix G. CANTOR l'usa de forma absolutament
inconscient, per exemple, quan estableix una demostracid alterna
tiva a la de LIOUVILLE de l'existéncza de nombres trascendents
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PEANO en una prova d'existéncia de solucions per a un sistema
d'equacions diferencials ordindries [40] . En 1902 B. LEVI, en
voler calcular el cardinal del conjunt reunid d'una familia de

conijunts disjunts, observa que la demostracid depén de 1'A.C. [35].
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formula 1'; C. de forma explicita i 1'usa per a establir 1l'an-

tiga conjectura de G. CANTOR; &s a dir, per a establir el princi
pi del bon ordre [56] . En 1906 B. RUSSELL estableix el princi-

[44] i en 1908 E. ZERMELO veu gque d'ell s'e
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segueix 1'
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a no 8s ben rebut ner tota la collectivitat matemiti
, NO €s pben rebut per tota la collectlivitat matematl

H. POINCARE, ja a partir de 1905, a la vista de les
de la teoria nafve de conjunts de G. CANTOR ataca l'ad
1'infinit actual en matemdtiques, puix que 8s la cau-

definicions <mpredicatives.

E. BOREL analitza la demostracié d'E. ZERMELO de 1904 i ob

serva que ZERMELO usa 1'A., C. per tal de ben ordenar un conjunt

X i BOREL argumenta que, si acceptem 1'A. C., bé podiem haver
P e e | PR S P R 5, AL o 2am smardmmanss ATl ammmmd Fa T A Ao
t:J.C\J..LL. L= P.LJ.J.HC.L cLellCcli L, uc PLCD il LJJ. LALS L CclLCclliucii e uc La .L\:Dl-a.,
etc. ... I diu:
WiV cme Lo mmme Lcm ol oo mim e L aan PR 1
al Ieirusdl LoOu AOIldlll 1L €11 e4L L:lud..l.
hom utilitza una eleccid arbitridria
realitzada una infinitat no numerable
de vegades; aquests raonaments no for-
men part de les matemi3tiques”. [7]
Aixi E. BOREL posa en qiestid 1'A, C. per a families no

numerables. Perd BAIRE i LEGESGUE no comprenen la rad per la

gual BOREL opina que el cas numerable &s admissible. Per BAIRE

"cal reduir~se al cas finit® [23] i per LEBESGUE &s una qliestid
a memIrarn S R T o wmdbk Amanatbririr a7 AdAamowmt 4 movua Ao wAo
a Luonvellldl, LJ LU Ll W puUL Luldioor LI oUveehlimerne « menyo yue v
demostri 1'existénceia d'un dsser definint-lo i definir, diu, té&

el significat seglient:"nomenar una propietat caracteristica del
definit -propietat definible amb un nombre finit de paraules que
s'apliqui a 1l'ésser que volem definir i solament a ell". [34]
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1'A, C.

que &s indispensable per
met un subconjunt propi
discontinues de 1l'equaci

tamb& les bases de HAMEL

bre cossos algebraics po

que juga a 1'A, C. a 1'h

d'isomorfisme, de l'exte
Diu textualment E. STEIN
L]
mét
pri
no
pro
Des de1920-1930 to
base formalista del quef
ZERMELO-FRAENKEL, S.F.,
important sorgeix a rel
va apagant a mesura gue

clini cap a l'acceptacid

a haver de refusar algun

a demostrar que un conjunt infinit ad-

equipotent i per poder citar solucions

6 funcional f(x +y) = f£(x) + £(y) i
d'R com Q-espai vectorial [24] .

i la seva necessitat en matemdtigues no
1910 quan E. STEINITZ en un treball so

sa de manifest el paper Zndispensable

ora de demostrar la unicitat, a menys

nsid algebraicament tancada d'un cos.
ITZ:

. per tal de garantir la puresa del
ode, sembla que cal evitar aquest -

ncipi sempre que la seva aplicacid
siguil exigida per la naturalesa del

blema". [ 47]

teoria

la

i 21] i 1'dnica discussid

Perd aquesta discussid es

t de 1'A. C

1

o)

oo OO -
[6=] =S

mportants 1 més desitjables (veure &

I

e 1'opinid matemdtica sfin-

de 1'A. C. Refusar-lo portaria adhuc

s d'aquests resultats matemdtics impor

tants, puix que 1i sbn equivalents (veure & 4).
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Abans perd d'entrar m&s de p

posituis i negatius de 1'A. C., ar
a nor acmiagtd avioma
a poc aquest axioma.
L'A. C. en diu, en definiti
"si A = {A,
4
de conjunts
&s no buit"
Si I &s finit, no cal en
der garantir que IA, # ¢ [55] .

1

téncia del conjunt M gque conté

, 1 €I, I finit, usant sol

A,
1

ZF ja que hom pot descriure for

14

. a cada Ai st € varia en

>

unt (o]

L.
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1
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ina

usant ZF

Aleshores

={e €Ul 3 A

existeix

no buit (en realitat &s suficient que

le en la qliestid dels resultats

nalitzarem una mica més a poc

va, que
: i €I} &s una familia

no buits, aleshores n A,

i€er -~

[36]

absolut 1'A, C. per tal de po-
fe a dir. hom pnot nrovar 1'exis
Es a dir, hom pot provar l'exis

exactament un element de cada
ament els axiomes usuals de
malment la manera d'elegir cada

I

un conjunt finit

hom pugui distingir

un element concret a cada Ai , de manera simult3nia)

grdcies als axiomes de la unié i de seleccid.
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Qué passa, perd, en el cas general? Per l'axioma de les

parts sabem que existeixen tots els subconjunts de UO. La teo

et = [ n] e B mmm v wa e pedenat mde d wr e AL ee® Tmsmmer A1 vt ot e
Lia al 1V D LJG.D LEeduLliCLlvVdes. AlAad UUILICOD CL |11 T LOLS (19 Lr=
celou també el conjunt M ? Doncs b&, la resposta &s: "no, agwesdt

"tots" no inclou pas, en absolut, el conjunt M . En realitat
quan diem que, amb cada conjunt, disposen de tots els seus sub-
conjunts diem molt poc puix que, en realitat, no sabem quins sdn
els seus subconjunts; no sabem gquins s8n els subconjunts concrets
del conjunt de partida. I no ho sabem perqueé, en realitat, des-
coneixem qui &s conjunt i qui no ho é&s. Una primera precissié
que fa la teoria ZF en relacif amb aquesta qliestif 1l'estableix
1'anomenat axZoma de seleccid que garanteix l'exist&ncia - en

un conjunt X tom
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pot deseriure usant el llenguatge formal (L }. N
vem ja d'aquest subconjunt d'X en disposar de tots els subcon-
Junts d'X ? La resposta &s que no puix que no sabem -a menys

que ho imposem axiomdticament- si la famflia

-
~
m
©
3?
-

&s un conjunt. Es clar que, si no s un conjunt,no pot &sser
subconjunt d'X. L'axioma de seleccid ens diu precisament que,

donat un conjunt X , els objectes Y de la forma

sén conjunts i , per tant, sén subconjunts d'X i, en conse -

gliéncia, Y € P(X) .
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Per tot aix8, si hom pot descriure una propietat de tria ,

— 12 Pug - PN 3 - . h QPPN n ~ ™ -1 R Sy R —~r PO .
o i1 caiQra, €5 LAl « He Lo Lil €45 4ailes Casus, o1, pulx

Recordem el fam8s exemple de B. RUSSELL (citat a [5] ).
Siqui A una col.lecci6 de parelles de guants, hom pot descriu-

re facilment un cojunt que tingui exactament un element de cada

parella:

"agafem, a cada parella, el guant de la ma dreta";

- e o g e I -2 72 P P S T DT T R SRS S SRR Y
que passara, pero, si (/{4 €5 Uunha Iramllla de pareliles de miLctjonscs
Qi 1a famflia 8c finita 8¢ mnopeceihle de congtrnir efect+ivamant o1
b - A e CAALLE A W G4 Ay ~g A ek dde LA A —g=g tlvuu.‘.u.l.\.' A wW/iind Gde WA de o ed V CAAIIN LD o e

conjunt que cerquem: "d'aci agafo aquest, d4'all3, aquell, etc...
i acabo; perd com podem donar una descripeid explicita de la tria

quan A és una famflia infinita?

Acabarem amb un exemple molt simple i instructiu; &s usual

Pl.- si f : X — Y &8s injectiva construir una funcib

g : Y X tal que gof = 1y 3

X — Y &8s exhaustiva construir una funcid
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Ambdds problemes sbn, perd, essencialment diferents: el pri
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a l'hora de construir la funcid g ; en canvi el segon problema

precisa de'1'A. C. i, de fet, és equivalent amb 1'4. C. Cal
nracicar caom eleorr o codeo covaunmt oantadmeaFoe 4‘_1 YD pmy ety —
MeTLiLoar clin ervey v U LUl Curngaunte Unnvevithevye J vy /s cLhC

@«

ment un x que faei d'imatge de la y via la funcid

Amb aquestes notes introductdries hem vist prou clarament
el significat de 1'A. C. aixf com el seu desenvolupament histd-

ric i també&é la seva necessitat al sf de ZF .

NUTA BLIBLIUGKAMICA

Hom pot ampliar aquestes observacions amb FRAENKEL, A.A. ,
BAR-HILLEL, Y. i LEvVY, A. [22] , BERNAYS, P. i FRAENKEL, A.A.
[6] i GUILLAUME, M. [19] pel que fa a notes histdriques i meto

doldgiques de 1'A. C. A l'obra de DEVLIN, K.J.[17, 8] hom tro-

o

ard una exposici6 clara i precisa sobre la necessitat al sfI
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Hem indicat de forma somera algunes de les critigques rela-

tives a 1'A. C. perd podem afegir, seguint JECH:

T v
i

construir un cert subconjunt 4'R

nrima
F O O3 N B {1

"Algunes obijeccions a 1'A.C. es basen en

el fet que l'axioma t& conseqiiéncies para

doxals. Usant 1'A.C. poden establir-se
resultats que xoquen amb la nostra intui

L'exemple mé&s fambSs &s el seglient:

PARADOXA DE BANACH-TARSKI: Usant 1'A.C.

un

escom

R
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Finit de peces
Finit de peces

5

)
3

3
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reagrupar de manera dues

boles de la mateixa la bola ori

[ 5]

ginall.

"L'exemple mé&

t&ncia d'un conjunt de nombres reals que

no és pas mesurable en el sentit de LE-
BESGUE". [ 29]
veurem com,usant 1’A. C., &s possible de

que no és

o

mesurable de LEBESGUE.
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Existeix un subconjunt M & R que no 8s me

surable de LEBESGUE.

En efecte:
Sabem que la mesura de LEBESGUE 4 de R &s o0-additiva,
#(la,bl) =b - a per cada interval amb a <b i <nvariant per

traslacions.

A

L@

Es una relaci6 d'equivaléncia. Sigui
[x]1=4{y €10,1] : v vx} , x €[(0,1]1 .

L'A, C. ens permet d'elegir un element exactament de cada classe

| <~ = I'n
L aj ~ oLV

- %
r s i

11 - i
r 1] ¢ QAdian

Suposem ara que M &s mesurable de LEBESGUE i que

UMM = m€[0,1] . considerem els conjunts Mq = {x + g : x €M}

l.-si g,, 9, €Q 1 q, ¥9g i M N M =g ;
1 2 1 2 q q
1 2
2.- R= U q
qg €9
Per la ¢-additivitat, la invaridncia de ¥ per traslacions

resulta de 1 i 2 que MR=0 si M =m =0 . Perd com que



g€ijfo,1 *
navr Toac mataivace ranmne voaonlda ~noe ulo 21 = o o gy M = 'm> 0N
204 LT D IR LT LATS L QUGS A TouL Ld Yuo [l SV Y | I3 » e i~ i B8 Ve
Impossible. El1 conjunt M no &s doncs mesurable de LEBESGUE.

Hom pot veure que &s suficient 1'A. C. per a famflies de

nact recnl+atr 8¢ da W STERPTN n
est regultat €8 ae W, SihRPINSKA ip

Ara veurem el teorema de BANACH-TARSKI [3, 9, 41, 48] que,

o s ,
jretentment petita, aleshores X es pot partir en un nimero fint

de peces que poden édsser reagrypades de manera oue s'obtingui Y.

Aquest teorema &s fals, en canvi, per n =1 o n =2 .

L'anterior teorema pot sorprendre'ns si pensem en objectes
reals: un mil.1i6 de pilotes de futbol . poden &sser reagrupa -
des de manera que s'obtingui una estatua de l'actual president

de la Seccid de Matemditiques de 1'Institut d'Estudis Catalans.

(2.2) DEFINICIO

- . ~ = 3 R
Per cada x € R , la norma d'x és
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™Mw

radi r >

conjunt de punts de

{xe R

1

1/2
i/

2 o S
xi) La bola tancada de

0 i centre en a € R° &s el

3
R

3. |x-a| <r}.

. 3 .
Un subconjunt X € R’ estd acotat sii
est3 ficat en una certa bola; té inte—--
rior no buit sii cont8 una bola.

(2.3) DEFINICIO

matriu
t.

A

Una
-1

-

In a1
gt

Un r de
togonal »
Un moviment

cacié

(o]

3 x3 A &8s ortogonal sii

3

R~ &s

tal que det p

rifgid (euclidid) &s una apli-

(2.4) DEFINICId (BANACH-TARSKI [3]).

o ]
Dos conjunts X i ¥ d4'R” sbn con--
gruents (X = Y) sii existeix un movi-
ment .rigid r tal que
Y =2r<xXx>= {r(x) : x € X} .

[
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MNAc ~AarmS1indo v 4 L4 A R amns
D Lp\J.l.lJ g ¥ ) P49 s L u AN =159 vire
gruents per peces (X ~, Y) sii, per un
J & 4 i3 hd 7 §F I

cert nombre natural n 2 1 , existeix

una particié {X, : 1< j <n} 4d'X en
J

n peces i una col.lecci6 d'n moviments

rfgids { ryos 1 <j<nl} tals que

A
[* ]
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es una particif d'Y en n peces.
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(2.5) LEMA (BANACH-TARSKI [3])
1. ™~ &s una relacib d'equivalé@ncia; &s

—
w

la induida pel preordre < i Lt es

PYR S | 3 <
Ta conutinguct eir ™~ .

2. v &8s de CANTOR~BERNSTEIN: si
z €y €x i 2 ~X aleshores

ZvYy i Y™NMZX.,

3. v &s compatible amb les unions dis-

daamdban Findidnoce o4 v [AVERE 7 4 1T < ¥ < n
JUJILCD A dlldl LT O L= Ak &k, i —~ £ ~ 11
ix0x,=4yv,0y,=0,%k*k,
aleshores
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k
k=1 x=1
A [l n;, v a ~ada anhAannSiaintd v C w
T e [ N L2 &L r o waua DquULLJ wuii e lxl et £y
1i correspon un Y, € Y tal que
i) X, v Y
) 1 17
ii) si Xl # X , aleshores Yl Y .
[=} o < N > L1 <7 T < 1 << - =T mm Ll
Je oL v A I.k 7 1 = K = 11 AledDIIUL CESD
n
X vwX Uy o vV = Uy
X X Y , on Y Yy -
k=1

La demostraci6 d'aquest lema la donarem detalladament a

l'apéndix. Veure Lema (A.2)

El lector pot observar lfanalogia que existeix entre 1‘e-

Ara admetrem de forma provisdria una Zipdtesi suplementdria

i usant-la demostrarem el teorema de BANACH-TARSKI.

HIPOTESI SUPLEMENTARIA:

Existeix una particid {P, S5 52, SS}
Ar T V'oaLfown~ry 2na +4+ [ad A o nn st
w o (= GOJ o LW i & U v L L -zt il bll/LLA—VAO
conjunts tals que
2Ly D 2o anmmtamhT o
v/ L e o Ullt/(/ul“l/lxc
1) existeixen girs Dj 7 P, tals

-
[
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0 <5, > = 8 0 <§.> = 8§ :
P12y 2 2 Po™og 3 3
111) exixteix un gir O tal que
’ o i

Ara estem ja en situaci6 de demostrar el tant anomenat teo

rema de BANACH-TARSKI de 1924.

{2 £Y PLNORTMA fDANACT_MARCET [ 21 A
(L& eUT ) L OR/INLCLe \DOAWNACLIITLIARONRNL | J) /.
1. Tota bola U descomposa en dos sub-

conjunts X i Y tals que X VU

i Y ™MU.

2. 81 U i U2 sbn dues boles tals

gque U, ~v U, , aleshores U, VU, U
1 1 2.

3

3. Si X &s un subconjunt d'R~ acotat

amb interior no buit, aleshores X Vv U.

o ]
Si X, Y s6n dos subconjunts d'R” ,

FANF X 1

19

"
{

acotats i que no s6bn frontera, ales-

hores X VY .

Si la hipdtesi suplementdria val, tenim que S = P U Sl U SZ Us
4 nar ~ada v C < Arancidaram al ~anSinind
L. I LJCJ- wiivaca La : -~ r WAL WA L hv- \/VIJJ ALL

X={Ax : x€EX i 0< A1} .
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U=PU s US,6 US, U {0}.

1 2 S3 10}
on 0 = (0, 0y De la hindteci surnlement3ria i de les nro-
on 0O 0, U, 0} . De la hipOtesi suplementdria 1 de les pro

pietats dels girs (Lema A.1 de l'ap&ndix) resulta que

Py R R T & ~ A~ (4 11 © 1) o movmemdealala oal s D A N {T Ao
\oUllJlﬁllll— LY 4 WS 01 o 02 Ad 03 LMl LaMLT (% - ¥ N \_{uc 3 ¥4 Ap =it~}
A.5 de l'ap@ndix).
1. Sigui ara X=35, uPuU{0}, Y=5,U8, =Uu-x.
Tenim que
5, ~5,U8, 5 UBs,~5Us5,Us, 5 Ui ~5Us ~5UE
3 2 3 "1 3 1 2 3' "1 2 3 2 3 1
i, per tant,
. ~S§ US USE
1 1 2 3

i finalment: X VU .
. 8 ] 8 S g g s g L]
Ara b8; S, V5, U, US, 1 §;~vE U5, Us; (M)

i existeix un Q@ comptable & 5, S, Us, i, per tant,

et
ot
[ o}



i pel lema (2.5) i la primera relaci6 d'(*) existeix un
Q* ¢ §, tal que

S, UQ* U {x} .

Sigui ara x € §2 - Q*

3
£s clar que Sqs o* C s, 1 {x} C Sy - Q¥ s6n disjunts .
Per la segona part d'({*) tenim:
Y*=§3uo*u‘{x}wslu§ZU§3U§u{o}-U.
Ara b&: Y* = §3 UQo* U {x}C §2 U §3 =YCU i ¢y* U,
El lema (2.5) (2) ens diu finalment que Y ~vU i aixd aca
ba la demostracis.
Per 1 existeixen X,, ¥, tals que U, =X, UY ,6 X, NY =
L L 4 P 1 4 L
=g i x, vu, i Y, ~vU, .
~ i n
Perd Ul U2 i, per tant, U2 Yl .
Pel lema (2.5) (4) existeix 2 C ¥, i 2 v U,- U, - U, i
per (2.5) (3)
X, UuzA~y U(u -U)=U,UU
1 1 ‘M2 1’ 2 1’
perd Xy U zcC Ul - Ul Uu, iel lema (2.5) (2) acaba la
r4
demostracid.
n
= U C i o i (2)

Sabem que X k-lxk ; On Xk Uk i Uk U i, per (2)

et

bt
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U~y U U, per 1 S k<n ipel lema (2.5) (5):

Un~NU N U Uk perd, com que,
=1 -

k
n
uc Xxcuou uu,
k=1

el lema (2.5) (2) ens diu de nou que X VU ,

-
[ %]
o«

i el lema (2.5). (1) acaba la demostraciS$.

Abans de seguir endavant farem unes consideracions:

Aquest resultat &s fals per a discs. En aquest cas sola -

Donat que la mesura de LEBESGUE &s invariant per girs &s ab

solutament clar que els subconjunts §k’ k=1, 2, 3 d'a-

bans no sén mesuvrables de LEBESGUE.



=

ria ZF de conjunts. (Veure Lema (A.8)).

Si U1 &z una bola de radi r i U2 &s una bola de ra-
di Iy Ty -4 Ty o existeix un n€ I tal que
n n 3
= UX i = U i X "Ny i C .
Uy k Uz Ty k C Y 1 X Ze & R
k=1 k=1
Per tant cap dels X, ni dels Y, no &s mai mesurable de
LEBESGUE a TR°.

implica

el teorema de BANACH-TARSKI

Ara veurem el teorema de HAUSDORFF [1914] que diu

ZF + la hipdtesi suplementdria .

ZF + 1'A.C. implica

(2.7) TEOREMA [ HAUSDORF]{1914]] (A.C.) [26]

Existeix una particié {P, S

u
[ d
4]
I

n quatre conjunts tals

i) P é&s comptable

et
N
ot



ii) s

R
0
R
0

i
e
[ ad
0
C
0

R
]

Aquest teorema es basa en certs resultats purament algebraics -
que enunciarem a continuacié i dels quals en donarem, si s'escauy,
una breu notfcia de la demostraci6, postposant els detalls com-

plets a 1'apéndix.

(2.8) LEMA [26]

Thmod bt A el e T 1n3 1 K A R I
LALDSLCLXE JOS L1 o5 Jdg as 'Y i W Tdld
ague {f)2 =1 = 1[/3 g8n lesg inigues rela =--
que ¢ 1 Y/ sOon les uUniques rela

cions del grup G generat per ¢ 1 V¥ .

La demostraci8 pot trobar-se a l'apéndix, lema (A.6). O
{2 Q) T.EMA 261
{2.9) LEMA [26]
Existeix una particié Bl’ G2, G3 de G

en tres subconjunts no buits tal que

e
L

6G., =G, UG, (i.e.: peG, © ¢peG_ U G.)
1 V4 3 1 2 3

ii) G, = G

o]
ES 4
iii) ¥%G6, = G
1 3
En efecte:
P NP 4 P [, B P, (Y S Pha NS ~ o~ £~ AY i~ Prapevy Ny T oA T omam e dean Al
L dbb.’.gfldb O UAEeLl> eleltl 1ts e 1% eH La U AaCuLUu dilly LTo ..LUJ.IBJ. LU
dels mots del grup G formats a partir de les lletres ¢, ¥, ¢ze
(Cf. 1l'apéndix).
15\jl, ¢’5\32, ’y’waz i ‘y’rld 6G3

N
o

(==



P comenga amb 9

2]
(0]
f-l
]
o
(o]

(y - pe G,,G,,G, ,aleshores ¢peG,,G,,G, respectiv.
~ o 4 4

Y= - pe G11GysGy aleshores ¢p€G2,Gl,Gl respectiv.

©
1
k-
)
@
[
-
3%
(9]
()
-
&D
ud
)
]
o
)
[a]
(1]
0
©
E+)
a
9]
[\8)
~
[4
W
-
G
—
[n}
'ﬁ
;
.

¢ - pe G,,G,,G, , aleshores ¢2p€Gﬁ,G,,Gq respectiv,
1 r4 ] 3 i P4

Exemple: p = vévsuiey® 1) vPecy, 1i) ¢vec , iii) vievlec,

i) evevPec,, v) wvievPec,, vi) evevieviec, 1 vii) peGy.

Aix1 obtenim la particid buscada.

ma
ia

{(Els detalls a l'apéndix, Le-

O

fa 7))
\fxe i} )

Ara estem ja en situaci8 de demostrar el teorema de HAUS-

DORFF .

Fem P = {x € S: p(x) =x per un p € G, p ¥ 1}.

G &s numerable i cada p deixa fixos solament dos punts

d's (els pols del gir) (Cf. Ap&ndix, Lema (A.1l) (iv)). AixI ob

7

tenim (i) .

Per cada X € S = P , 1'8rbita d’x 8s G(x) = {p(x):p € G}.

Es un subconjunt de S - P (En efecte: si p(x) € P per un

x € § - P , aleshores p.,p(x) = p(x) oer un p, € G, p, 1 ;
1 1 1

(=]
N
w



-1 - i 1 . . ‘ R
per tant p ‘plp(x) =x 1 p 'pl 1 1 x € P . Impossible).

9

X
#*

=

G(x) NG(y) = # o b& coincideixen ( En efecte : sigui

t € G(x) NG(y) , aleshores t = p(x) p,ly) ; sigui z € G(x),
n, - no—
aleshores z =p(x) 1 x=p 1Pl(y) i z = pp lpl(y) i

z € G(y).)

La famflia & = {G(x) : x € S - P} &s una partiecié 4'S-P,

tar\-iv' "mn conunt one gsatisf3-
enir un conjunt M gque satisfa:
- e I ~
. ML S - P ;
. X.,X, € M, X, ¥X aleshores
1772 | 27
Gix,) NGi(xy) =8 ;
3. per cada z € S - P , existeix un
X € M tal que z € G(x) .
Ara definim, par cada j = 1, 2, 3:
S. =G<M>={p(x) : p € G,, xe M = UG xS sS~-P,
J J J xeM J

Si i # j , aleshores S1 N Sj = @# (ja que de no &sser aixi,

8s a dir: z = P(xl) = Pl(Xz) ’

~

existiria un z de S; NS,
it J

. LA - .
p € Gi . pl € G, i X) 1%, € M; d'on, per (2), Xy X, x i

-1 _ Lo -1 _ . _ . A o
Py p(x) =x € P ; d'on Py p 1 i op Pl i G, Gi # 0 .
Impossible.)
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D*aquesta forma hem partit S en els conjunts P, Sl'

wn
N

- 9 O\ — - de o e
a (L. 7) LCcSulia Juco

|-'¢
0
L]
i

o]
=~
=
Q
8
=
o
H
o
)
=
|
o

¢<sl> = {¢p(x) : p € Gyr X € M} = {7(x) : 7 € ¢G1, x € M}

x € M} =8, Us

={r(x) : 7 € G, UG 2 3 s

2 3’

L
m
(7]

y<s;> = {¥p(x) : p € G, x € M} = {7 (x)

|i:2 [a > SN Iahzn lerY = n e w2 Ml — faxfwl\. o 2 w a2 Ml — o
YRS, = AW PR s 8 € Gy, € My = 1Tix): 7 € G,, X € My = 5,
N
Notes.
1.= Al teorema de VITALT acafem M C JIon. 11 = (0C M « (O
l1.- Al teorema de VITALI agafem M L (0,1} Q- R (Qy

i 1'analo-

o]
-t
]
=

si volem, i G(x) = {x + g : g € (

gia entre ambd®s teoremes &s clara.

Al final de l'ap@&ndix.
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i)
ii)

iii)

APENDIX

(A.1) LEMA

Sigui » un gir,

Tenim

i) 1la imatage d'una recta &8c una rect+a-s
1) la 1lmatge d una recta &s una recta;

ii) p conserva e

1 producte escalar i ,

per tant, la norma;

iii) si o # 1,
» 3
A={x € R :

nia recta que

aleshores

p(x) = x} &s una 1i-

passa per l'origen; &8s

18 Am redw A n Twviatrndiv 111

4 © LWL MT Yid uc ~ Y mAadLoecoaa ull
e w3

vector v R amb vl =1 tal

iv) Si w € R

En efecte:

per la linealitat;

pel fet que la matriu de p &s o
el polinomi caracteristic de ¢
els valors propis sbn Rl' Rz i

=X . )

7

#

Sigui hl la m&s gran de les arr

: t €ERY} .

&s tal que

R} i lwl =1

4]
|..l
()
ltn

. Vv i =v sbn els

rtogonal;
t& una arrel real i, si

R3 , aleshores

els reals., Si A i

w

[

N

[\S}

[«)]



1 que implica

s8n complexes, sbn conjugades i Alrk2|4

M

. 2
1 i Ikzl =1.

2
Si A, = A s8n reals, aleshores A A, =1 4 A =1 ;
2 3 ' 1° 2 1 4
si les tres sbn reals perd diferents, existeix un vector
propi v # 0 , per cada una d'elles; p(v) = A, .v ,

k=1, 2, 3, perd <p(v) , p(v)>= <lk.v, Xk.v> =

2 2
= ka!“. <v,v> i, en consequii®ncia, llkl‘ =1 . Per tant
Rk = *1 .
Podem cercar un vector propi |vl de valor propi kl =1
amb |vl = 1 . Aleshores p(v) = v i t.vE€A.

Sigui u €A i u#Fteww, t€ R . Sigui wlu i wlwv
i |wl =1 . comgue p(u) =u i p(v) = v , resulta

VALY 1 N ~

qae p{w) L u i p(w) 1 v-, per {ii} 1 aleshores

Per tot x €E R, x =a.,u +f.v + yv.w, @, f, v € 323 i

p(x) = a.u +f., v y.w 1 p # v ; per tant p(w) # w .

En conseqgliéncia: p(w) = -w . Si la matriu d’u, v i w

13 P ~ T amlvmaam oy T v diand se T .= - — = . "~ o

L4 WALt v r QALTOIIULTCD LA tlaLl LU uUc r Vi e co HU

i det po = -det 0 i detpo = detp . deto = deto , d'on:

dete = 0 . AixI arribem a contradicci6 i acabem la prova.
O

[wy
[\
~



(A.2) LEMA
La relaci® de congru@ncia per peces satisfd

les condicions del lema (2.5).

En efecte:

1) a) X vX : Es obvi puix que la identitat &s un moviment
rigid;
b) X ~vY implica Y ~ X : &s obvi puix que l'invers d'un

X <Y ; &s obvi jaque X"™VXCY;
d) X vY implica <Y : &s obvi puix que X vYC Y ;
X

e) <Y, Y<2Z implica X< 2Z :

N
[N
(=

sigui X VYo € Y i Y Vv Zo C

(X, : 1 <j<n} i {r, :1<3j<n} tals que
3
X =UX, i Yo = Uri<xﬁ>

=
-t
A
~
A
2
[N
ke,
n
e
[
N
o
N
2

tals que

ot
N
0



-1
Els conjunts A = X, N r.*<Yk> formen una parti-

kJ j J
cid d'X (per cada Jj fix Alj""'Amj &s una par-
ticis 4'x;) .

-

. = a) <.< "
Els conjunts rj<Akj> rj<Xj> Yk (1 < 3 n)

&s una particid d‘Yk NY, . Per tant

€s una partici6 d'un cert subconjunt 2, de Z, i

els Skrj s6n moviments rfgids i, per tant,

Zo €% ; d'on X<12Z .

X vig
1

N

£) X vY 1 Y ™NVZ implica X VvZ : fem Y, =Y i

Z, = Z en (e) .

g) x <Y i Y <X implica X ~Y (CANTOR-BERSTEIN)

A

r Fat h¥d r~ 7 r / h
vV Yo X VvV Ao

(=5

Tenim doncs el mateix que en (e) , si fem

Xo =2, 1 X =2 , en la segona desigualtat.

q('-;) e
g o/ N\

A o A
XA SN

/

s

’

IN O/ /S SN XS /S /S 4

b // o/
1/ AN/

/ /

/ \

~ i/ X ¥

N

\\\
\\\

.

<«

-
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Definim f(x) =rj(x) , si x€X. i gly) =sk(y),

J
si y € Yk . Per E C X , definim E' € X per:
E' = X - <Y - B> ,
Si ECFC X, aleshores E' C F'.
- — P - - , [~
Sigui W= {(E X : E L E'} . Es clar que ¢ =&/
Sigui D= U®H, si E €8P, aleshores D2 E i

"D E'2E. D'on: DC D' i, en consegilidncia

D
D'C (D')' . Aixf doncs D'€® i D'C D . Per

Perd

Y - £<D>>

e

X =D =g<y - £<<p> & x, .

Ara definim, per 1 <k <m, 1 <3j <n

A = g, <Y

ntk = S - £<B>>, b

Es clar que Al""’An constitueix una particid de

™ - PUTPR n n P . -r ~ - e
v 4 gue ﬂn+1,.-.,ﬁ ulla a A = U . A mes ,

n+m

{h<a> : j=1,...,n} parteix <> i
{h

,n
1 <k <Sm} parteix Y - D . Per tant

g
Y

'—l
w
<



2) Es immediat aplican 1lc, 1f i 1g : 2 VY. C Y VvXC X "N Z,

d'on:
7 < v 4 V<Y 4 7 ALY AVAn . 7 < v 4 Vv < v 4 v < 7
(&) ~ oL ke pY ~ 4 oL L1 n, S Wiloe 4] ~ 4 L - ™~ Ly X £ \u’
d'on finalment: 2 <Y i Y <2z,
n n
3) Sigui X = UX, i Y=UY i X Nx . ==Y, NY i
- k k k k* - J J
1 1
X, VY o,
1S S
Existeixen
m_ m,
¥4
X = UX . Y, = UY i X, . Ny
k 4oy K3 k 5=1 KJ kj — k3 '
o~ J =
d'on
n M n My
X=,Y Y X, i Y= U U Y. i X.NY.
DT e J=-l- J\J k:l _n|=1 nJ J\J J\J
4) Es conseqgiiéncia immediata del lema que seguix:
(A.3) LEMA
Si X ~vY , aleshores existeix una bijec-
ci6 ¢ : X > Y tal que, per cada Z C X ,
p<z> NV Z .
En efecte:
n n
Sigui X = UZX. 1 Y= Ur<X> . Fem v¢(x) = r.(x),
=1 J =1 J 3 J

si x€X, ,1<j<n. Es clarament bijectiva. Sigui

ara Z C X 1 fem Zj =7z N Xj' 1<3j<n.
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N

j S n} &s una particid de Z tal que Z. C X..

e
N1
fun
A

A més: p<Z> =

3

a2

tici6 de o<z> .

nce

¢<Zj> i ¢<Zj> constitueixen una par-
1

A més: Zj 3:¢<Zf>, 1<j<n, jadque ¢ x. = rj .
J

. . . . .
Si X ~N~Y 1 existeix una descomposi

PaN b AL

ci6 d4'X en conjunts disjunts

o

X 1 <j<n}, n'existeix una 4'Yy,
ToJd

{Yj : 1 <j<n} tal que Xj ~ Yj .
2. La part 4) del lema (A.2). La sego-
na part &s deguda al fet que ¢ si-

gui una bijeccid.

[ Cla o v ms 2 e D e e o o
~ 7 DU.LJODCIL Cill WD CanUbe
i) Els conjunts X, YliiiiiYn s6n disjunts dos a dos.

Per n =1 &s obvi.

Suposem~ho doncs cert per un cert k i veiem-ho per

k +1 <n.
k
X~vX U UY,
j=1 7
~ e
X X UYK+
k
Perd XNy ,=@g=Y .0 UY iaplicant 3) :
k+1 k+1 j=1 3
k k+1
XVy . vXU Uy Uy  =-xU UvV
T 3=1 3 k+1 - 3
S04 1=1 - 19 A



i per la propietat transitiva, hem acabat la demostra

cib.
ii) En generﬁx. Fem Y = Y, - X i Yy, =%, -
- (¥ U UvH 1 <% < n
(P28 .v .a.j) r 2 T A TR Il .
J=1
Tenim
n n
XxXu u Yﬁ =X U Uy
k=1 — k=1 &
i XC XU Yﬂ c xXu Yk i aplicant 2)
resulta que X Vv X U Yﬁ i, per conseglient, podem
anlicar 1)
aplicar 1i).
(A.5) LEMA.
i = U U
Si S P Sl S2 U 83 , on P @&s
comptable, existeix un QC S, U Sy U Sy
tal que P v Q .
Enumerem P ='{xn :n € wl., Sigui e, un eix de gir que

passi per cap

punt de P . Sigui A, = € [0,2n] : v (%) € P}

comptable com a midxim., Per tant A = U Ak és comptable i,
k€w
conceatidncia avictaiv 11n ., €TI0 271 1 - A Qqee111
conseqguencla, existeix un s 1 0,27 o € A . Sigul
ara p = pg Aleshores P N p<p>=@ 1, per tant, Q = p<P> A P
[«
QC s, Us,Us, .
i - ~
(A.6) LEMA
Existeixen dos girs d' R ¢ 1 Y tals
42 — B _— .'.3 - h R P R R IS . L | e o _ e
0] = 1=y sOn 1es Gnigques reiacions del grup generat per
i W
i ¢ .
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En efecte:

T . - 2 ~
La rotacid V¥ &s la rotaci6 d R~ d'eix 0% 1 angle 1207 i 1la

& PR S . B o . o -
¢ &s la rotacid d'IR° d'angle 180 i d'eix la recta del pla
e A'acguscis
X d'equacit

1 . 1

X. cos =0 =z, sin = @

2 2 ’

on 6§ es determinard mé&s endavant. Aleshores

Py ‘. 2 Vs 3 o - .
ES Cciaxr Jque ¢1 S Oobte de ¥ canviant v3 per -v3 i

'.’;3 == 412 = 1
k4 kd

= = 1 -

Sigui G el conjunt de totes les matrius gque s'obtenen per

productes finits, essent els factors ¥ i ¢ .

G &s un grup.

h
A
[¢1]
’_I
R
m
9]
‘_
s
hS
o}
-~
1]
u
0
H
o
L 4/]
k)
(]
n
o}
o)
t
(T
™
e
H
(T
U
U
Q
3

o
w
=Y



on cada 9. &8s ¢, ¥ 6 ¥° i, si 1<3<n, un exactament
o g )
dels 57 %50 s 9.

S6n paraules reduides de lletres ¢, v P wz .

Tot element de G , diferent de la identitat, i de ¢, ¥

s g2 :
i V" , es pot escriure en una almenysde les formes:

Py
a : VoY . ¥TS, m>1 i p.=1,2,
J
A . JP1 P2 Pm S . -
P LY L9, “en ;, m*~=1 1 p. =1,2,
J
p P P
Y. sl w2 . UM, m=1 i op,o=1,2
P 1 i p, 1,2,
s 0Pl 4 P2 4 6 wfm, m>1 i p, = 1,2
o ¥ Tev %, ces BV 3
Ara la qgliestil &s: dues paraules redufdes diferents poden ienir
- _ R e ]
la mateixa matriu? Es clar que si: per 0 =7, V¥V, ¢ = ¢ .¥“ i
vove = 1,

HAUSDORFF [26] observar3, perd, que, si cos 6 &s un nom
bre trascendent , aleshores tot gir diferent de la identitat té&

una finica expressid en tant que paraula reduida en les lletres

¢, v , ¥ 2 . Es a dir: si
G..0,. ... .O_=0X X _ _o*,
17 2 m 17 2 n

on cada membre de l'equacif &s una paraula redulda, aleshores

m =n i 0, =0¢% 1 S<ji <p .

L -
S -

ot
W
w



Hem de veure que cap paraula reduilda no &s mai igual a la
identitat, ja que aleshores, de donar-se una igualtat com l'an-
terior amb n tan petit com sigui possible, tindrem n =1 1

o = 0%,
Si la paraula reduida &s de la forma « , aleshores a # t.
Tenim

s o 6 v .

o6 = 0 0 1t oqol , On cada o

I
N
[N

Aixi doncs cada o, és una matriu de la forma

+/3/2 -1/2.sin 6 \

L=+

N
/ 1/2.cos
! +J/3/2cos 6 1/2 + 3/2.sin 6

\\ sin 6 0 cos 0 //

Per induccib sobre m hom constata gque, si v = (0,0,1)}),
aleshores
« (v) = (sin 6.P__. (cos 6) , v3.sin 6.Q . (cos 0) , R_ (cos 0))
1 m-1

Hiis

On P, Q i R sb6n polinomis a coeficients racionals, de

grau 1l'indicat pel subindex i de coeficients principals:

1 3,0t 1,3, ™! m-1

-a (2 (2 : 3

respectivament. (Veure [48] .) Fent calculs, tenim:
P, (x) = -1/2, Q,(x) = +1/2, R, (x) =x,
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P (x) = i.x.p___(x) 3.0 (x) - 2.R (x)
m 2 m-1 —2""m-1 2°"m F
0 (x) = F.x.P_(x) +2.0 . (x) +2.R (x),
m 2 m-1 2" "m-1 —2""m
2 P +
Rm+1(x) (1 - X%). m—l(x) x.Rm(x).
O e o O B e s P L et T A mcan~ n
ol COH VU b Lidasieliuelilo 5 dllpudbbiiic yucoc .l.'\m
i, per tant, av #v i a # 1 .
Tampoc f no &s igual a la identitat; si ho £6s
a = ¢fo = g1 = ¢ =
+Famnac no N Bc s Sa criie o1t A~ fAa=
Lu;llb’\l\—' R A NS A i I _}u \1“; = EX =g A =4
8 =979 =619 = ¢ = 1
Per tant hem de veure que & # 1 .
Suposem el contrari; &s a dir, que & = 1 i que
nim amb aquesta propietat i que m > 1 .
2 . e PR, TR N pl+pm £ . -~ L2 .1.2 - 1
1 pl - Pm ¢ ALCeDIIOLCH es U oe 'Y O O
d'on :
Py, Pl P2 P1*Pp
1=y 8y T =Y .. .Y
~1ra Ba A 1a FAarma Ied Tmnoaaoaihla
kiuc p =~ uo A €A 4ol Qa i od - J-ALILJUDDJ-JJJ-C.

M

-
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. _ . > . - prf’a 1 _
. si p;+ Py =3 i m>3 tenim 1= oY oY T =

— W24 ¢ o M=l ~ran Bo To e 8 R - Lo miBo
- o7 s v e VeV Yque oo La LuLbila v ¢y pPeliu J1i3 o eSS
curt., Impossible!

n
r

_ P2 Py _ )
(/I I/ = ¢ . Impossible.

i m=3, 1=¢.¢y. "6,y "9 =y . Impossible.

Elegim cos 8 trascendent i hem acabat. Tots els angles § '

evat una quantitat numerablie tenen aquesta propietat. Per

|
=t

(A.7) LEMA

Els conjunts Gl' G2 i G3 construits

al lema (2.10) compleixen i), ii) i iii) .
En efecte:
S6n disjunts claramente per construcci8.

Pel resultat de HAUSDORFF els elements de G tenen longitud

que &s la longitud de la paraula reuida i 7{1) = 0 .
Si ¢ té& longitud zero, aleshores ¢ = 1 € Gl i ¢.0 =
. . 2
= ¢ € G, £G, UG, i .0 = ¢ € G, i Y".o=4Y" €Gy . Com-

pleix i), ii) i iii).

Si o0 t& longitud un, aleshores

<

ot
Lo
co



-
m
o)
wde
-
V)
-
M

¢EG i ¢'. G
2 3 1
o =1y EG, i ¢V EG,
2 2
vV E G, i ¢Y° € G,
N Z 1l .

Si val per tot o de longitud <n , valdrd pels p €G

amb longitud n :

o~ PN, 5 A2 P =) PR, IR TR R L A £ K .1.2 A E

CAD 1. / Qoilenga aipm ¢ 1L vV - U.l, dlesiiores Vel lJ-) L Y 7~ \Jq;
i 0 € ¢, aleshores o¢.p +& lonocitud n-1
i #p * G, aleshores ¢.0 teé iongitud n-1

CAS 2. p comenga amb ¥ i p € Gl si, 1 només si ¢p € G2 c G2 V) G3.
dien = i o amln (Y < n=143 o comonca amh o
L2 o v v [SRiti o] VU == Il 4+ 4 U CLILilpa Quue ¥
. X 2 .. .
v.p € G2 si,inomés si, Y o0 € G2.»Sl,l només si,
.2 _ , -

o = y¢p €:G'3 si, inom&s si, p = w.acGl

CAS 3. p comenga amb i p € G,y si, i1 només si, ¢.p € Gy
Yo = 0 i (6) = n-1 i o0 comenga amb ¢
Vo = ¢ € G2 si, i només si, p = V.0 € G1

ssi, 1 només si, 0O € G2 si, i només si,

Yo = v € G,.

0
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Tmdomrn mamon A smmwn a1 demmurAarmea A~ YITTMAT T ™~ Ia 11 —_ N 4
VEILCIHL QLla uUT livu To LTCUL Titla uc VIilAalil e | o4 — LVUy4i] v Ly
per cada x € [0,1] - Q , considerem G(x) = {x+g€][0,1 : g€ Qq}
nd L ¥ 3 £ i A 7 |8 ~ L F~3 ~ <
G(x) €[0,1] - QO ;
G(x) N G(y) = @ o bé& coincideixen;
G(x) # 4.
Aixf doncs ¥ = {G(x) : x € {0,1] - Q} é&s una particid
Aa rn 11 — n 4 w»mar 1t mn wnAam alacdir 11m miimd A ~2da ~rlacan
uc 1 U, 4] A4 . chL. . Li e o yuuclu CJ..CBJ.J- Wiz h}ul.lb uc waua i oocCT
i obtenim aixf un conjunt M tal que

~

X, € M, X 7=x2, G(xl) n G(xz) =g

z€[0,1] - Q, existeixun x&€M i z € G(x) .

En el cas d'espais euclidians de dimensi6 1 6 2, qué&

passa?

A IR també& val un cert teorema afeblit
de HAUSDORFF.
En efecte:

Sigui ¢ € T trascendent amb Icl=1 (N'hi ha: c = e".)

n k
Sigui X = {z €l : z= X 3,+C , N € w 1 agrecera, € Wl o,
k=0
Pa P - L2 cnmnm merimtammomd B Pend i cnman T m L o ma AR et A A —~
waua L Le Uulia CApLcoslu uilllca pcr ida LdadaobCLcucliicl ue L .
Sigui Xo € X el subconjunt dels x d'X tals que a.= 0 i

X, = X - Xo .

Es clar que {Xo, Xl} divideix X .

Sigui ara la rotacib del pla complex p(z) =cz 1 la tras

[
=
(el



laci6 7 donada per 7(z) =z + 1 . Es clar que p(X) = X, 1
7(X) = X, 1 cada un dels conjunts X,, X, &s congruent amb X .

-

S'empobreix puix que X &s no acotat i comptable. No cal,

perd, l'eleccid.

(A.9) LEMA. [3]
2 .
Si X i Y sOn conjunts de IR 6 1R” ambdss
acotats 1 mesurables de LEBESGUE, aleshores,

4 Y on, Vv
2 ok L hd -

Yy = vy
14 * ) Ll S

En efecte:

Es conseqliencia immediata d'un resultat de BANACH [1] que diu:
"a cada subconjunt acotat A 4'IR & d'IR2 1i podem associar
un nombre real no negatiu £(A) de forma que

) £(B) ;

ii., ANB g implica f(A U B) f(a) + £(B)

iii. si A &s mesurable, f(A) = u(a) .

n
X= UX, Y= Uy, amb X, NX, =g=Y NY, i X ~Y
k=1 k=1
Per 1) £(X,) = £(Y,) i, per ii), £(X) = T £(x,) i
n - - k1 -
£(y) = £ f(Yk) i, per tant, £(X) = £(Y¥). Perd, si X i Y
k1

sbn mesurables de LEBESGUE resulta que M(X) = u(Y) .
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pas invertible ja que, si

b& ho é&s.

t& pas aquesta propietat

1

om tracta amb poligons,

[}
e

NOTA

X @&s arreu no dens i

w

{3] veuen que aquest resultat no &

X VY, Y tam

r

Existeixen conjunts 1l'un arreu no dens i l'altre que

amb la mateixa mesura de LEBESGUE.
perd, el resultat &s invertible.

-
BIBLIOGRAFICA

tra

sentacions diferents poden

[9]

i a STROMBERG, K. [48] , aixf com tamb& a M. ROBINSON

pot trobar indicacions minimes del
Nosaltres hem seguit al peu de la lle
BANACH-THARSKI [3] . D'altres pre-

trobar-se a BRUCKNER, A.M. 1 CEDER,J.

[911].
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3.- L'AXIOMA DE L'ELECCIO AL SI DE LA TEORIA DE CONJUNTS

ZERMELO~-FRAENKEL

Tothom coneix les equival@ncies mé&s importants de 1'A. C.

Malgrat tot no ens sembla pas excessiu de repassar les mé&s impor

tants.

ELECCIO (A. C.) (RUSELL

si A= {A, :
hl 4

conjunts no buits, existeix un conjunt

X que conté exactament un element amb

LEMA DE ZORN (L. Z.) (HAUSDORFF [1914] i ZORN [1935][26,59])

si (X,< ) &s un conjunt parcialment
ordenat tal que tota cadena t& cota su-~
periors, aleshores (X,< ). té& elements
maximals" ;

PRINCIPI DEL BON ORDRE (P. B. 0O.) (CANTOR) [1883]
[1904][11, 56]):

i ZERMELO

"tot conjunt X admet una bona ordena-

1'altre".
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PRINCIPI D'EPIJECCIO (P. E.):
"donats dos conjunts X, Y sempre &s po
ssible trobar una epijeccid almenys d'un
d'ells en 1'altre” ;

LEMA DE TUKEY (L. T.) (TEICHMULLER [1939] i TUKEY | 1940]

L

"tot conjunt % de caricter finit té&

elements maximals".

Hom diu que @& &s de cardcter finit sii
E e sii tota part finita F d'E per-

. £
tany a ¥ .

(3.1) TEOREMA

Les proposicions anteriors sb6n totes equi-

valents.

Hom pot donar demostracions senzilles usant els ordinals
que, parlant a l'engrds, no s6n altre cosa que la generalitzaci®

(la continuacif) dels nombres naturals.

er a caracteritzar els bons ordres.

N

erveixen

o]

Un conjunt (X,<) &s ben ordenat sii tot subconjunt Y C X ,
Yy#* g , té <-primer element.

Un conjunt X &s tranmsitiu sii tot x € X satisfd x C X .
Un conjunt « &s un ordinal sii &s transitiu i, per tot,

X, y€a , x €y & y€x 6 x=y.
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A Z.F. valen les seglients proposicions:

o« &s un ordinal sii a = {x : x &s un ordinal € a};

)

si o« &s un ordinal, («,€) &s ben ordenat;
per tot x, y€a , x €y sii xG vy ;
la classe Ord de tots els ordinals &s una classe pro

pia.

,,'| | T PRI, R v < A\ - _ . _— KO — R
nt pen orqaenat (W, >~ es orare=i1soi1o0ri a un

tot conj

Gnic ordinal.

rdinal k &s <nieial (O nimero cardinal) sii, per tot

Card de tots els cardinals &s una classe prdpia.

D
N
?]
)
e
]
A
g
mn
].l
|_l
D
]
n
-r
D
]
o
=}
V]
|J
3
e
M
Q
(o]
‘_I
(o}
4
HY
¥
L

Ara estem en situacif de demostrar el teorema (3.1) .

Veurem A.C. = L.Z. = P.O.B. = P.T. = P.E. = P.B.O. = A.C.

A.C. = L.Z.

e X T 17 3y I o s s
oigul \Ay } un <onj

sem que tota cadena té cotes superiors, perd, en can

vi, X no té maximals. Definim

™~ fv

G : P(X) —

r
¥
]
v - (V) ;l
X SRR [
{
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L.2.

L.T.

‘ L.T.

= A.C.

Considerem f£f: Ord—-X:a = f(a)=G <fla,a[>=G<f(¢): (€ a>,

E‘:s clar que f(x) > £f(¢) per tot a« 3¢ i, per tant,

f &s injectiva. Aleshores £ < Ord> &s una classe

si € t& car3cter finit i (X;); ¢ 1 &s una cadena

i€x
ta part finita 4' U Xi estard en un Xi i, per tant,
iex
serd de € i ¢ t& caricter finit). Aleshores

P ~ P . N .
buits. Sigui ¢ = {K : existeix
fzK-‘U}{i,f{k)EXk*KinkEK}
ier = -
T& car3cter finit. Si K hi pertany, les seves

parts finites tamb&. 8Si les parts finites de K hi

pertanyen tenim

i, si fem £ : K> U X. per f(k)=fk(k), K hi
€

pertany.

- a8 L 8 - P ~
Xisteix un maximal K C I a ¢ . Necessariament

= T
1S - .



L.Z.

= P.B.O

Donat X considerem J = {(¥,R) : YC X i R ben

ordena Y }.
Definim la relacié < a

C i =
YCczZ i SY

per tot y€Y i z€2-Y (y,z)€S

(Y,R) 49-(2.2) sii R i

Y i tota

<] &s un ordre parcial no estricte a ca-
dena (X. 'Ri)ie I té cotes superiors (en particu-
lar; (UX,, UR,)). Existeixen maximals de la forma
(X,R), on R ben ordena naturalment X .

P.B.O. = P.T.
Si X i Y admeten bones ordenacions aleshores
X va, Y VB per certs ordinals o« i f 1
A R A R Mlnn: ¥V <V A Vv £ Y
w : P v “ : w . i A 2 ) £1y = 4 L 4L = 4O .

P.T. = P.E.
Donats X i Y tenim X <Y 6 Y <X 1i aleshores
&s possible de construir una epijecci6 d'X en Y de
7 —~ Avd
x L=r B} H .

P.E. = P.B.O.
Sigui X un conjunt i k un cardinal. Si existeix

una epijecci6 £ : k = X, aleshores X es pot ben
ordenar; si Xx;, X, € X, fem x,; < X, sii el pri-
mer element de £ liw ) Ba mAs metit cue el mrimer
AL TLCTINTIL L UuCT £ \All Co HuCco b}cb_l.(— kiu.c L= b)J.J. HuC L



element de f_l(xz).

Suposem ara que, per tot cardinal k , no existeix
cap epijeccib sobre X . Aleshores X s'espijecta-
rd sobre tots els cardinals. En X tenim doncs tan
tes partipions diferents com cardinals. Perd una par

tici6 g? CP(X) i, per tant, el conjunt.

—~
W
o

Aleshores tenim una aplicacid injectiva de Card en

p3(x). Impossible!

P.B.O. = A.C.

Ja ho hem indicat a la introduccié. Donada una fa-
m¥14na /;7 = [A . 41 & T hean Aardoanam U A 3 Y
UL LA Ve [ x . U | MNT LI ULCiciu ~ £ Ly &
i . i
i€eI
acada A,, i€ I, 1li associem el <,-primer ele

ment.
(Nota: elegim un bon ordre en el conjunt de tots els

bons ordres d4' U A que, per hipdtesis, &s no buit.

ier *
Aixd® no necessita pas 1°A.C.)

L'A.C. permet d'associar a cada cojunt X un nfimero cardz
nal —-si b& aquest concepte pot introduir-se també& a 2Z.F. perd

d'una forma molt mé&s sofisticada (veure nota bibliogrdfica}.

8i disposem de 1'A.C. disposem del P.B.O. i, per tant, per

cada conjunt X,
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{¢ : a € Ord: o v X}

és no buit. Anomenarem cardinal d'X, car (X) , el primer ele~

: bl [P
UuIl L

. L 2 S S N S : = P2 S T
ment de (L dunirerior congunt 1L €5 raClili Qe

dinal inicial.

El concepte de cardinal, degut a CANTOR [10 ] , data de 1878,

1 macnra Ta ~ranARrda Aala ~AansSiind s 4 mrrrtactn A AnARd a Ao A ma
o Ao L L ’:j-L alivial 1. UT L O LaU.tl.J Wit .o . a\iucoua \:j-l- ailiivdair i1 a oo PU\. LHE
surar usant un cert tipus de nombre ordinal, si hom disposa de
1'A.C.
AT/ A ™mTTT TI\H“:HT"‘A
NULA DBDLDLIVORKADI LLA
El concepte de cardinal &s de CANTOR 1878 [10] , aixi com

tamb& el concepto d'ordinal [13,14] . Aquests conceptes els mi-
lloraria sensiblement von NEUMANN. La conjectura de la bona or-
denaci6 també& &s presentada per CANTOR en 1883 [11] . Els dife=
rents teoremes d'equivalé&ncia que hem donat porten adjunta la se

= PRI TR T I S .y
vdad l0Ota DlpliovgralilCae.

Una exposici6 detallada de l'equivalé&ncia de 1'A.C. pot tro

exhaustiu d'equivaléncies de 1'A.C. També& &s digne de mencid

l'obra de T. JECH [29] .



bar un tractament del concepte de cardinal d'un conjunt sense

A.C., si b& on podem trobar-ho exposat m&s sistemdticament , do

A les obres de JECH [28,29,30] el lector realment interes-

sat en el tema podr3 assabentar-se de la <ndependéncta ldgica

Finalment, el lector interessat en axiomes més febles que
1'A.C., com s6n l'axioma de l'ideal principal, d'eleccib per a
col.leccions numerables, o de les eleccions depenents, pot con-

sultar JECH {2911 A. LEVY, op. cit.

maci® sobre l'axioma de determinacié ,

=)
]
l—l
l—l
o
a
1]
"
[+
e
o]
Fh
o]
[a]

incompatible amb 1l'axioma de l'eleccid, perd que permet d'esta-
blir que tot subconjunt d'iR &s mesurable de LEBESGUE, pot tro

bar-se a [5,29] iuna an3lisi més aprofundida a [30] .
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4.~ L'AXIOMA DE L'ELECCIO I EL QUEFER MATEMATIC

Hem vist que, si b& 1'A.C. por Esser en certa forma nefast

[
g

en teoria de la mesura, &s molt bo al siI de la teoria Z.F. de con

junts. Perd que aporta al quefer matem3tic?

Farem un repds rdpid i, en absolut, exhaustiu de 1'A.C. en

la matemdtica bdsica que hom troba els primers anys de llicencia

tura.
A, Usant el prinecipi del bon ordre tenim
Al. "Tot conjunt X &s ordre isomorf a un finic ordinal”
Al'. "Tot conjunt X &s equipotent a un ordinal al
"
menys".
alr" "Existeix cardinal 4'x"
AZ2. *Un conjunt X &s infinit sii &s infinit de DEDEKIND'

Un conjunt X &s finit sii X ~vn per un cert nom-
bre natural n; altrement es. infinit.

Un conjunt X &s <nfinit de DEDEKIND sii existeix

w v A, v

Xy
A, I VXK.

4

N

Es f3cil veure que
"

si X @&s infinit de DEDEKIND &s infinit" (ja gue

cap nombre natural n no &s infinit de DEDEKIND, per

induccid);
"si X conté un subconjunt equipotent a w &s infi

mad+ A NN TAIN W 1
iid . W Luon AN

a
< EANEIRA §

w
ot

ot



A3.

Per veure A2 ben ordenem X i aleshores existeix

PR i~ 3 e o T 1. A, 2 ) - - - ~, .
1 Carainad v 1, s1 X &s 1inrinit, Kz w 1,
per tant, X cont& un subconjunt equipotent a w .

"Existeix clausura algebraica d'un cos K" (tal com

ho establi STEINITZ en 1910).

Usant l'axioma de 1l'eleccid tal com 1l'hem introduit a la

pdgina 1.

Bl. "La unib numerable de conjunts numerables &s numera
ble".
B1l' "Els racionals sOn numerables", "els tras

Si &A= {A_ :n €
n

conjunts numerables

A ={a I"‘}

cee,d
n no’%n1’ “nm

aleshores hem dfenumerar A = U A . E1l mé&tode
n€w
usual diu gue enumerem seguint les fletxes
) 4 {
e a cee
250 ;aol aoz l om
- 4 {
-
a0 a3 a3 ) - MR
{ l !
- “« a,.« a .o a oo
%207 %217 %22 | 2m
+ a <« g <~ 4 <~ ‘v-ai
mo ml m2 °°° mmn ...
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B2.

to
W

i obtenim

2 - 2 a
=3

“oo0 Y01 T11

On s'usa l'eleccis?

a a . <
“21 T20 T°°

Donada una col.lecci8 enumerem

els seus elements. Ara disposem d'una col.leccid de

conjunts numerables que cal enumerar. Sigui E el

conjunt de totes les enumeracions possibles d'A_ ;

LI, ~
COL.

Cal doncs eleccib.

n

7
n
:n € «! i hem

Tenim, per cada n € w , una funcié f € E  tal

que

i construlim

f(n,m)

"pPer calcular el cardinal de YU A

cardinals dels Ai’

i

en funcib dels



o

>

jecci6 4'X en Y".

Un punt x € IR &s un punt d'acumulacidé de K sii
tot entorn 4d'X conté punts de K diferents d'x .
Un punt Xo €EIR &s un punt Iimit de K sii exis-

teix una successi6 (x_ ) de punts diferents de

K tal que 1lim X = Xo .

(PO

=
s6n clarament d

El reciproc necessita 1'A.C.: per cada n € w consi
derem 1'entorn En de centre x i radi 1/n . Ele

gim simultdniament un punt a cada En i hem acabat.

Pensem el teorema de BOLZANO-WEIERSTRASS: "tot con-

junt acotat i infinit t& un punt d'acumulacib o un

punt 1imit".

No hi ha diferéncia entre un teorema i l'altre si in

finit significa "infinit" (veure A.Z2}; en canvi, si
infinit significa "infinit de DEDEKIND", aleshores ,

pels punts limits, cal 1'A.C.

(e
wu
>



B5.

B6.

"Una funci6 f : (a,b) - R &s continua en x sii
ho &s per successions".

Sigui f£ : (a,b) * R 1 xo € (a,b) .

f &s conttnua en xo sii, per cada € > 0 , exis-

teix un & > 0 tal que

by = 2o < 8 imvulica Vet = Fixg, )] < ¢
P4 Xoi1 N O impiicCa [ ¢ IT{\Xoj1 =~ €
f &s contfnua en =xo per successions sii per

tota successif (x ) e

w' ¥n € (a,b) convergent cap

a Xo

La continuitat implica la continuitat per successions.

p3

si f &s continua per successions en Xo 1 no és
continua aleshores existeix un € > 0  tal que, per

cada 1/n,

existeix un X € (Xo=-1/n,xotl/n) i If(x)-f(xo)I=>€ .

Tindrem x> Xo 1 £(x) A £(%e) .
"Un espai mé@tric &s separable sii la seva topologia
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o]

b
]

Q)

=

o

s

fu

admet una base comptable".

B6'. "Tot subespai d'un espai
és separable”.
El teorema de NIELSEN-SCHREIER:

grup lliure &s lliure".

Els ideals d'un anell

métric separable

"tot subgrup d'un

R e I L
Hiaaliia.lL

amb la inclusid satisfan 1la

premissa del L.Z.; per tant existeixen elements ma-

ximals.

c1' . "ot ideal d'un anell amb unitat estd con-
tingut en un ideal maximal”;

ci''. "Tot cos K admet una clausura algebraica
finica".
A cada p(x) € K[x] de grau n 1li asso-

ciem n indeterminades
sigui XI[x] [yl , on

_ £\
y = {y;"':+ p €KIxl , i

RN

1L

1 ,..., grau pl.
-~ wmn 1l ~ A~
rat pels elements de

[
o
[=)}



0
(=

Cl“ 1n

(p)) eee (X - y(p))

i agafem 1'ideal maximal J de X([x] [yl
que conté I . Aleshores K* = Kx]Iyl/J

és l'extensi6é buscada.

La unicitat s'obté& usant tamb@ el lema de

ZORN. Hom considera la famflia

& e = . o I -
v = {f:f &s un isomorfisme de H; en H,,On

pope. 2 e e mann .y - ¥ L 1

=
c

H
2

ja's)
(]
[4}]
)
[77]
£
i
g
e
Q
g
B
+
-
(&

D
t
In}
(1]
N
[}
=

on Kl i K2 s6n dues extensions. A G

hi definim una relacid d'ordre per extensié

1 veiem que podem aplicar el lema de ZORN.
L'element maximal &s el buscat.
"Tot ideal d'una dlgebra de BOOLE pot sub-

mergir-se en
Teorema de STONE. "Tota dlgebra de BOOLE

&s una dlgebra de parts d'un conjunt”.

Qu

Els teoremes de completesa i de compacitat

Ch

~ PR, IR S RN D e
Ogica el CalCul ae pir

Q
)

-1
e 1

fon)

er ordr
er rar

(o]
[

it .

El mateix pel cdlcul de proposicions.

En realitat cal veure que tot conjunt



)
w

D2.

junt consistent maximal i aixd &s una conse-

gliéncia immediata del lema de ZORN.

El teorema de HANH-BANACH: "si M &s un subespai
At acernad 1inaal norma+ ™ LT Ts) Aa 1im Firimadinarnal 14
A “id \.ayu.l. e llT O ERANE Spaile oy T =) . A o oo il 4 Ui aaviia _Li

lineal acotat f sobre E de manera que el = Il »

Hom considera la col.leccid de totes les parelles or

denades (M',f') , on M' &s un subespai vectorial

T PR e e L 2 iV 3 K] i ] - o PR By —t - b JE I | b
a o que OILte M L L es uUlld exXiensio 11inedl dJde
W a M amh H‘F' “ = "(D" lachnreas al'Aardona
¥ a M amb I L . Alesnhores s’ ordena

agquesta famflia de forma natural i s'aplica el lema

de ZORN. L'element maximal resol la gliestiés.

el

"Tot espai vectorial E té& una base"

La familia de subconjunts linealment independents 4'E

Hom pot usar tanmateix el lema de ZORN.

El teorema de TYCHONOFF: "El1 producte d'una familia

d'espais compactes &s compacte”.



i
tes i X = 1 X; .
i€T1
Wam Aa wvalire ~iia ad I Lo 13mn Fam€lin Sa +an~ado
L1l uce cuLc \iuc, oL [ o wuiia LQllilLilqa UT Laliicaco
d'X que t& la p.i.f. (propietat de les intersec-

cions finites que diu que les interseccions de les

subfamflies finites s # # , aleshores NB * g .

Sigui ¢ 1a classe de totes les famflies de tancats

amb la p.i.f. Aquesta classe té cardcter finit i
~AantR 1in alamoant mavimal e ~Aan+A2 1a ~lacan A
LS D B T e iy L SR = R R o ALK AN LR \iuc L S O S S wihAOOT ~ -
Suposem ara, sense perdre generalitat, que B &s
maximal i que B satisfi la p.i.f. Sigui

B. = {m,<B>: BEL} .

i i

8 k2 T 2 £ + <> I S R T e Lo a
= SAllisSld ld Pedele 1 3 es colpacide. rer utdnu

e

H =Nn<B> F g .
i i
Sigui finalment x, € H, i x = (x.), € X . Hom
i i€1

Podem indicar, per acabar, que el teorema de TYCHONOFF i

l'existéncia d'ideals maximal per a reticles sfn equivalents a

1'a, C.

resultats

D'altre:

-
{
.
Et

de 1'A. C. numerable.

-
o
(Vo)



Ci"' 1 €2 depenen, i de fet sb6n equivalents, a Cit.
Sorprén, a la vista de la gran utilitat de 1'A. C., llegir
FRAENKEL quen en la nota histdrica que apareix a 1l'obra de BER-

navs [6] , dius

"... alguns autors com BOREL i DENJOY creuen
més acceptable l'axioma quan t &s numerable,

mentre que l'escepticisme de LEBESGUE i dfal-

‘
)

e

Pl R T Py o~

part, sobre certes paradoxes que d'ell s'en se

gueixen, com el teorema de BANACH-TARSKI ..."

Els matemdtics, perd, no poden ja avui dia renunciar a

1*A. C. AixI doncs cal acceptar l'existéncia de subconjunts 4d'IR

mes maciiralhlas s TREAATTE 4 1T 'anAmanrnada rmaradawva da DANACITI_MANCT T
IV I oOuUL AL T o uc FERESETWAS LN L S ativincliiaua ycu. auuvaa wuc DOAINIAC LY LOADDINL
a canvi de disposar en el quefer matemdtic d'aquesta eina potent

i irrenunciable de la matemdtica que &s 1'A. C.

NOTA BIBLIOGRAFICA

Les demostracions de Al i B2 poden trobar-se a qualsevol 11i
bre de teoria de conjunts, com [33,36,37] . A2 podem trobar-lo

anppre [ 401
SUPPES 49 ]

g L

N
W

i a
i a .

CANTOR [10] i Bl' tamb& a CANTOR [15]. Veure aixi mateix JECH

[29] i BARWISE [5] . B2 es troba a [35] . B4 i B5 estan desen-



volupats a [22] , B6 a [29,36] 1 B7 a [42] . C1 i C1' i C1" po

dem trobar-los a [20] i [29] mentres que C1''' i C1'” a MONK
[38] . C2 també a [381 i [4].
c3 a 2,321 39] . A l39] MUNROE fa servir a la demostracid el

P.R.O.

D1 podem trobar-lo a [29] , si b& cal dir que histdricament el
primer en adonar-se-de la necessitat de 1'A. C. en aquest fe fou
HAMEL [ 24] .

D2 podem trobar-lo a [53,36,8,27] . L'equivaléncia de D2 amb

1'A. C. &s troba a KELLEY [31] i 1l'equivalé&ncia entre 1'A. C.

i 1'existdncia d'ideals maximals d'un reticle es de D.SCOTT {45].

exisciellCla 4 Lldedls llidxlillcl s

Tota aguesta informaci6 i d'altre pot trobar-se en definitiva a

e [ Al
JECH [ £91 .

i1
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