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Es del tot impossible donar, en un sol article que preté ésser
de divulgacid, una relacid detallada i completa de les moltes
aportacions d'A. Tarski al panorama de la ldgica i la fonamen-
tacid de les matemdtiques; ho &8s per dos motius: d'una banda
caldria un divulgador més culte en la matéria que no pas el quj,
en aquest article-homenatge a tan insigne 1ldogic i matematic, es-
criu i, d'altra banda, en certs temes caldria una preparacid en

terminologia per part del lector molt més amplia gue no pas 1

o

que sol tenir un matemdtic professional, no especialitzat, en

18gica i fonaments de les matematiques.
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en una paraula, d

"la vall del riu vermell". Resten,
i la nostra memdoria i 1l'esdevenidor
de retruc, de la propia matematica,
ni de bon

no seria, tros, el que és

........... ,
e ciéncia en ¢, ha deixat
malgrat tot, la seva obra
de la 1dgica matematica i,
el

. -
ni el gue sera.

qual sense A. Tarski

Un cami possible consistiria en enumerar-los simplement 1 crono-

logica, perd aixd feria el treball d
guesta rad presentarem els resultats

es plantejen, velent guines situacio

ens 1 poc atractiu. Per a-

, analitzant 1'ambit a on

s'han establert abans

ns que

Tarski hi prengui part, gue hi diu A. Tarski al respecte i yui-

nes sén, finalment, les noves situac

plantejades.
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TARSKI I LA LOGICA DE PROPOSICIONS.

La gilestié més important de la 1ldgica de proposicions (o sen-
tencial) bivalent &s, sense cap mena de dubte, com diuen els
Principia Mathematica (Whitehead-Russell [1910-1912]):
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tes les proposicions que pen-
sem que s6n veres i aptes
per a ésser demostrades a
partir solament de les pre-
misses 1ogiques,...;

2. el sistema no ha de portar mai

a contradiccio

La suficiéncia i, sobretot, la coheréncia d'un sistema formal
sén, també, part important del Programa Foamalisia de Hilbert
(Hilbert [ 1925],[1928]), si bé en un context més ampli del que
ara mateix ens ocupa i afegint-hi la giestid de la decidibilitat.
De moment, perd, ens limitarem solament a la £ogica de proposi-

cions.
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Els dos problemes dels Principdla s'anomenen,respectivament, teo-
per E. Post (Post [1921]). Aquest eminent logic americda - que,
com el propi A. Tarski, és d'origen polac - estabelix la coinci-
déncia dels conceptes semdntic i sdntdcitic de validesa pel

gue fa al calcul proposicional cldssic (numerable) i, de retruc,

n'obté la decidibilitat.

El cami sequit, explicitat ja completament en els mateixos
Principia, és el cami semdntic de fes valoracions a 22 iel

Ed

c
intdcitic de 2es demostracions.

o>

Si Prop (X) designa l'algebra de proposicions sobre X - aixo és:
l'algebra lliure sobre X d'operacions - (monadica) i « (binaria)

iz, = <{0,1},1,v> és 1'algebra de Boole de dos valors, una
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valoracdd v &s un homomorfisme:

(que, com sabem, ve determinat pel coneixament del seu compor-
tament sobre X.)

Una tautolfogia és un element p € Prop (X) tal gue, per tota va-
loracid v,

vip) = 1.

Un feorema €s una proposicid p que admet una demostracid. Una

demostracid de p és una successid

Py Ipzra--rph_llpn
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de proposicions tals gue: i) p, és la propeosicid p;ii) par cada
. - 2 1 - ?

1= 1i=n 2s un axioma o b& s'obté per modus ponens de p. 1

6]
Qu
o

on p —~q abreuja 1pvg. ElI modus ponens ens diu gque pj é

la forma p, ~~p_.)

E. Post estableix, en definitiva, €éntec délbrca,el seguent resul-

tat:
"Per tota p &€ Prop (X), p &s una tautologia
.. - : "
8§11 p €8 un teorema .
Es el teorema de completfesa [feble). De retruc en resulta gue
no &g nossible deduir alhora una vpronosicid » i la zeva negacid
o &s possible deduir alho ra una proposicid p i la seva negacid
1p. Es el teorema de counsisténcia. A més hom pot decidin si

una proposicid p € Prop (X) &s o no un teorema mitjangant un
mecandisme gindit. (S6n les faules de verditat.) BEs la decdtdibili-

Zfat del calcul proposicional.

Aquesta técnica, consistent en identificar els teoremes d'una
certa 1l8gica proposicional amb aquelles proposicions gue prenen
uns cents valors de centesa en un domini prefixat &s la técnica

o
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de les matrius Logiques (o de les predlgebres 1ldgiques) i de

les algebnres £3giques i serd utilitzada per kukasiewcz [19201,

1930!) i per #ukasiewicz~-Tarski [1930]. En aquest darrer treball
apliquen la técnica de les matrius ldgiques a la ldgica bivalent,

a la 1ldgica positiva (bivalent sense negacid (!)) i a les 1logi-
ques polivalents de #ukasiewicz [1920)] entre d'altres i consti-
tueix un dels inicis de la logica afgebradica (vegeu J. Pla {1977i).

Aquesta técnica - la de les matrius logiques i de les algebres
ldgiques - resol la qguestié de la decidibilitat del calcul pro-
VVVVVVVVVV bivalent i pot é&sser el cami (en £

de Hilbert) de resoldre'n d'altres. En A. Tarski [1938] hi lle-

“"(les definicions de demostracido i de
teorema) no ens ofereixen cap criteri
que ens permeti de decidir, per cada

cas particular, si una proposicid do-
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nista. El metode anomenat matricial
ang nranaoyYyoeoinna nun ~ritard on anupcta
ens proporciona un criteri en aquesta

- .
linia

i, a més, resol la qlestid de la consisténcia de les dites teo-
ries (ja que tota teoria decidible esdevé& consistent de forma
finitista o consistent nefafivament a una altra teoria...) En
aquest treball A. Tarski refa el teorema de Post i a continua-
cid es gllestiona una so0lucid andloga pel calcul proposicional

intuicionista - que és un calcul proposicional construit damunt
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les) amb un cert conjun cue cal precisar.
Ens recorda tot sequit el resultat de K. G&del 119331
el qual estableix la no exdsténcia de matrius findites pel
que fa al calcul nroposicional intuicionista. (Una certa ma-
triu ldgica per aguest calcul &s un conjunt no buit A, dotat
d'operacions en correspondéncia amb les del c3alcul i d'un cert
subconjunt B d'A que constitueix el conjunt de valors de valide-
sa Aemdnfdica.) Tarski construeix una matriu com un £imit de ma-

trius finites, resultat ja establert per Jadkowskii19361.
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A continuacid A. Tarski d6na matrius topologigques d'ambdés

cdlculs i, en el cas bivalent, estableix una condicid neces-

sari espai topoldgic per tal que les ma-
“espadl sdgud Lsolat;

~

o~ ~ e e o P e < - — T D o
en el cas intuicionist topologica,
hg

a una condic
que anomena éssen E-espad, que dbdna compl 4a, perd constata
que també d'altres espais topoldgics (no necessdriament E-es-

pais) proporcionen un teorema de completesa intuicionista.

El treball s'acaba, via els resultats de Stone 19371 i Tars-
ki 119371 que lliguen els anells de Boole en el sentit de

Stone 11936} és a dir, sense unitat )i la seva familia d'i-
deals amb espais topoldgics, donant matrius que sén dlgebres
d'ideals d'anells de Boole de certs tipus especials gue defi-
neix a l'ocasid (i que determina: segons que els seus ideals
generats per un element siguin finits, per tot element, o bé

infinits, també& per tot element.)

PRNPOTRN D T T A It ero 1o S - < +oea -
MPLUPUODLULOULIS Divadello L ity d
-
R mo i asoAaovornarn xro b S s e I N B e e o e B ~
a\idcll—a gue esdevenen valides llec ides, respectivament, en
- - ~

o~ o a ~nlae ~ an Actec loa Rloaechvros da Datrs S e

totes les al\,ebrcs de Boole o en totes les aLgepres ae h':;t.l.ug

- que ell anomena algebres de Brouwer i que sén, en realitat,

les duals de Heyting .

Agquesta linia de recerca la reprén Tarski amb la col.laboracid
de McKinsey (McKinsey-Tarski (19441, 119461, 71948]), on acon-
segueixen d'establir resultats topoldogics importants relatius
a les logiques bivalent, intuicionista i modal S4 de Lewis
iLewis—Langford [193231, relacionant les algebres de Boole i
les de Heyting: aguestes sdn Les dlgebres dels obents de Les
algebres de BoolLe amb un operadon topolGgic de tipus S4 ; a
més, McKinsey [19411 aconsegueix d'establir la decidibilitat
per a ldgiques modals de Lewis dels tipus S2 i S4. Aquests tre-
balls, tots ells en la linia de Stone 119236}, §1937bl . Una
obra de sdstematitzacid d'aquestes tecniques &s, sens dubte,
1'obra de Rasiowa [19741].
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En agquest sentit podem pensar el propi cdlcul proposicional
(Prop (X), ™, v ,Tautologies) com una matriu de la 1ldgica bi~-

valent, gracies al teorema de completesa (feble) de Post.

A més, com passa amb tota matriu 1l3gica, podem introduir una -

relacid d'equivalé&ncia en Prop (X): p, d € Prop (X),

N -
) 1 nomaa B O e M oAn
4, 4 LUHLES -+ A =102 )

Q

okl Fe) ,
[ ) P o—

wn

T mam T
Y= M

L'alg ra quocient A=Prop(X) /= esdevé un 3dlgebra de Boole,

anomenada algebra de Lindenbaum, ja gque aguest eminent 13gic po-

lac hi treballd en 1931 quan també s‘hi trobava interessat A.

Tarski {(vegeu Rasiowa-Sikorski [19701, p. 245, nota).

El teorema de completesa de Post és generalizable en el sen-
tit seglient: sigui 2 un conjunt de proposicions i p una

proposicid. Establim les definicions segilients:

™

a do
a de

[Z wmpl sii tota valoracid v que

fa valid 3 fa valid tambd p";

"o &s una conseqiilncedia sintactica de 3
[2vpl sii p admet una demostracid
a partir de (1 aixd significa que a-

ra disposem dels esquemes d'axiomes d'a-

bans i del que ens aporta I J¥

El teorema {ont de completesa é&s el seglent:

o

L ==p 513 Lrp.

w

(E1 teorema feble s'obté, en particular, per I = @.)

1

En aquest context disposem de dues definicions paral.leles:
sigui LS Prop (X):
"% &s ¢ o]
p € Prop (X) tal que Z+ —tp 1 I+ p";
"y &s satisfactible sii existeix una

valoracid v que fa valid 1y *.

(W%}
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El teorema fort de completesa equival a la igualtat entre amb-

dds conceptes.

~
Kalmar [1934-35) estableix el teorema fort de completesa pel
~ I3
calcul proposicional bivalent i el nis argumental de la demos-
tracid dc ol recul+tat oua caoasmioive
tracid &s el resultat gque segueix:

"tot subconjunt consistent & Prop (X)
pot ésser submergit en un conjunt con-
sistent A € Prop (X) maximaf entre els

consistents”
que, segons kukasiewicz-Tarski [1930), és de Lindenbaum.

(En realitat, el conjunt Shell v = {p € Prop (X): v(p)=1l} &s
un subconjunt consistent maximal 1 tot subconjunt consistent

maximal &s Shell v , per una certa valoracid v.)

(no numerable)

Sigui ngProp (X) consistent, la relacid d'eguivaléncia

p,g € Prop (X), pEzq sii Z w— p —=q i Zeqg—+p
és una congrudncia i 1'dlgebra quocient A= Prop {X)/Esz &s un

s
dlgebra de Boole: 1'algebra de Lindenbaum de Prop (X) relativa
a

- cmales 1230l s R i ~me 10701 o e S T
En Tarski 1193011, posteriorment, en Stone 11536), aprofunaint
T Vlactindd Aa Tac Sleaabhrac Ae Roacle (nev ~liections Alavdiorncdane
4 TCobLuul uc 1 oo oadlyculos U DuulLe el TotLiuilos U LTS 1LULLD

e g e
de mesures, el primer, i per establir els teoremes de #ephesen-

"tot filtre d'un Algebra de Boole es

pot submergir en un ultrafiltre”.

A la seva tesi de 1947 L. Henkin estableix que el teorema de
— . 2

compacitat per a logiques de primer ordre (en parlarem en un

0y . ~
altre article) implica el teorema de 1l'ultragilire boolea
[ Henkin 119471, 119401}, perd serd Tarski qui, trobant-se ja a
Berkeley, s'interessard en les possibles equivaléncies d'aquest
teorema de l'ultrafiltre i certs resultats de metamatematica
(o 13gica) (vegeu G.H. MOORE [19821, p. 29, nota 10). El te-

98]
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orema de compacitat pel cdlcul proposicional bivalent, amb

X de cardinal arbitrari, 1‘estableix, per8, per primer
da Mal'cev [1936].

En 1954, L. Henkin [1954a) estableix l'equivaléncia d'ambdds
em

teoreme: el teorema de Lindenbaum i el teorema de l1'ultra-

3]

filtre booled i ho estableix en 1'Epoca en gque es troba tre-

pallant a Berkeley amb D. Scott i A. Tarski. Aixi s'estableix
l'equivaléncia entre un teorema matemdtic (d'3lgebra): el de Y
ultrafiltre booled, i un teorema metamatemadtic (de cdlcul pro-

posicional): la completesa forta.

1 teorema de compacitat semdntica per a la 13gica proposicio-

=

3

1 din
+ Giu

a
ia

-

"Ze Prop (X) &s satisfactible sii tota

part finita ho és".

L'any 1954, sota la direccid d'A. Tarski, gueden establertes

. Teorema de l'ultrafiltre booled;
. Teorema de compacitat semdntica pel calcul proposi-

. Teorema fort de completesa. cional;

A més, els teoremes de completesa feble i de compacitat sem3n-

tica eguivalen al teorema fort de completesa.

En aquesta época també H. Rubin i D. Scott [1954] estableixen
l'equivaléncia entre el teorema de Tychonoff per a Tl—espais i
el teorema de jultrafiltre booled. D'aquesta manera el teore-

ma de compacitat semdntica esdevé equivalent a un teorema topo-

leogic.
Tot el gue hem exposat ens suggereix la guestid seglient: Zota
algebra de Boole 65 un &lgebra de Lindenbaum d'una centa dlge-
bra proposdicional? La resposta és afirmativa:

"tota algebra de Boole A &s J{s0morfa

a un algebra de Lindenbaum Prop (X)/=

. Y

per a certs X i Z,gProp (X)¥
En partlcular,l'élgebra Prop (X)/= , on = &s la relacid d'equi
val@ncia que corresnon a 2 =@ &z un 2lgebra de Boole LLiurer

w
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generada per X/= ={fx}: x e X} gue €s atdmica quan X és fi-
nit (cas sense cap interés 10gic) i sense atoms quan X &s in-
finit (vegeu Lod 11954}, 119573 i Sikorski 119601).

s, doncs, gens estrany cue Tarski estudii amb profunditat
les 3lgebres de Boole ( Tarski (1935}, f1937a), fi9391, (10451

tudi de certs tipus d'algebres de Boole com ara les atdmiques
i no atdmiques, les completes, les ®-completes, les m-comple-
tes, les o -algebres i les distributivitats infinites (de
certs tipus); estableix lligams entre elles i generalitza els
teoremes de representacid de Stone a les m-algebres, a les
o-3algebres, a les algebres atomiques i a les completes; a-
profundeix l'estudi de les algebres de Boole amb la condicid
de la m-cadena aixi com el seu lligam amb possibles tipus de
completesa. Ho aplica a teoremes metamatemdtics i a gliestions
relatives a extensions de mesures; s'interessa per les aige—
es

de Boole amb operadors i les 3dlgebres de relacions.

Nosaltes, perd, ens preocuparem més d'un altre linia de re-

cerca que A. Tarski enceta en l'analisi de la teoria proposi-

-3 -
1Q

en e

e

(SRR | n_ 1
n recols d.l

k(')

S

[+ o

obe lida 1
f1930bY, (1935-361. En el primer 4°
"L'objecte d'aquesta comunicacid és
de precisar el sentit i d'establir
les propietats elementals d'alguns
conceptes importants de la mefodolo-
gia de fLes ciéncies deductives, que

s'anomena habitualment, seguint Hil-

bert, metamatematica'.

La idea consisteix en pensar les teories com conjunts de pro-
AN T AN S A rmarkdir Ao corvye cinihroon-iint o fe_-: Pran (XY 1 leq
t}UDLb‘LULID i g <« b}ul. “da e oL Lo DU JUELLOD e = L LUy 4 . T
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Aixi s'obté el conjunt de totes les consegiiencies sintactiques

de Z.
Observa Tarski que el seu operador Ded : P(Prop (X)) — P{Prop (X))
compleix les segllents propietats:

4 N - . FRTRY - o~ 1 7 why

1. per tot ZegProp (X), & € Ded (4);

A T N R YRR Y nNAad A IPYVY - a3 TN

AN pe COT L& PLOD (4A), VA \Wwed (4)) & ved (&)

3. per tot Zeg Prop (X), Ded (2)= U{Ded& : DeZ i Afinit}.

A més, perd, l'operador Ded compleix certes relacions amb les

connectives =i sén els teoremes de neduccdid a £'absund

— M
i de la deduccidé (Aguest darrer es coneix també& com el teorema
de Tarski-Lindenbaum, per Tarski-lindenbaum {19271, i a vegades

com el teorema de Herbrand, per Herbrand [1928],11930U. Diuen:

4. per tot Z uip,qtSProp (X),

p € Ded (Zuiq}) sii g—»p & Ded (Z);
5. per tot p & Prop (X),

5a. Ded ({p, ap}) = Prop (X),

5b. Ded (@) = Ded (ipt) m Ded (i-7pD).

Perd Tarski va més lluny i generalitza el concepte d'operador

Ded a conjunts numerables X arbitraris (gue pensa com conjunts
de pnrorosicions) D'acuesta manera estableix el concepnte 4t
de proposicions). D'agquesta manera estableix el concepte 4
operadon conseqgilencia en X com una aplicacid
C: P(X) =—» P(X),
-1 pn iy
tai que
1. per tot Y « X, Y <3 C(Y);
. per tot Y < X, C(C(Y)) g. C(Y);
3. per tot Y ¢ X, C(V)=U{C(F): F ¢ Y i F é&s finit}.
T a1l gmedmmer Aanloe Fealalla ~ddodbo T e Anr O actS ancars mols
o B i iJL..LIHU.L Ucds Licidalls Litalo, 4 UpTiauuvl v ©cotd cillivala iuvd
lligat al calcul proposicional bivalent: &s el Ded d'abans el
cue hom 2 a la ment: en canvi. en els treballsli93cpl {1935-361
Liuc iiuin LT & L LHIT1: L - il LQUllvV Ly il T o LALLM A LD 1 SOy I ~ -
l'abstraccid és completa (sobretot en {1930b} ,on el cdlcul pro-
nocsicional no Ao caaci ni citat Fn acuecsts treballs analit-
HUO.L\/.LUJJ(A.J» Livs Loy %uuo.&’ PR R e - At ha QAo o L SIS LAaaln o o W
za el significat abstracte de s{stema deductiu(o tancat pen C),
d'equivalténcia Ligica, d'independéncia, de consisténcda,d'axio-
matibilitat, de completesa (i graus de completesa) i decddibi-
£itat. S'obre aixi una porta molt important pel que fa a la

(O]
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1dgica algibrica i el seu estudi - en particular la proposi-
cional, on els resultats sdn mdltiples i magnifics -; perd
on Tarski inicia una via de recerca importantissima &s quan

planteja la questid segluent:

»,
¥
(&N
]

dic

©r

n

»

A
N~

o

=]

mo a
(X) o~ P
(&) 5

o~

per tal que C(@) contingui Zofes
les tautologies convenientment lle-

gides en X" [1930a)

i la resposta ens la déna el propi Tarski en [1930ali en {1935~
S =0 SN I TSR A T e ATt A A omm e AVY 2 M A e T
203, Calell od. LeuLClla U 1Ld ucauc (@] \cht:u S]] 1 €1l de rLreuauc—
cid a 1l'absurd (vegeu 5a i 5b).

Aquesta metodologia podem ampliar-la a fi que C(@) sigui el
conjunt de les veritats intuicionistes, models d'S4 o d'S5,
de la logica positiva, etc... Els treballs en aquest sentit
sdn molts i dispersos i, com exemple, podem citar Brown-Susz-
ko 11973}, pla {1975}, Rasiowa-Sikorski 19701, Rasiowa j19741,
Verdd [1978] entre d'altres.

-t 1] 1
Con (2) = 4q € Prop (X): 4L = qg¢
A2a 1in ornerador de concealiencia (an el sentit de Tarski 19220h)
oo uii UbJ:LaLA\JL “wo MUXJDC\{LLACJI\‘J.Q AR =291 L= L e s LS - LGl OoONn L <4 LIy
si suprimim la {inditarietat; satisfa també& els tcoremes de

El Ded, en canvi, &s clarament finitari; -el Con @ &s clarament

decidible, mentre que el Ded § no ho &s pas de forma obvia.
Els teoremes feble i fort de Post es reescriuen:
Con @ = Ded @ i cConZ = Ded I

Y

per tot ZgProp (X). Aixi resulta gue el Con

[
3}
Hh

=
o
[
o
[+F]
I
=
[
(0]
-

Ded és decidible.



Amb aquestes precisions Tarskianes, la metamatematica propo-

sicional i bivalent é&s absolutament precisa i clara: és

{Prop (X), Ded, Con).

rski, tant en el cas bivalent con en 1l'intu

cions 4d'A. Tars
a’

o]

ltres) el menen a l'andlisi de les matrius

®
]
W]

i algebres logiques (de les que les matrius 13giques en sén
predlgebres)i, per tant, a l'estudi de les algebres de Boole
i de Heyting fonamentalment: d'altra banda obren un cami pre-
cis per a l'analisi de la propia teoria com un objecte matema-
tic (que hom pot considera submergit en la teoria de conjunts)
i aixd el porta a la consideracid dels operadors de conseqién-
cia i als lligams que existeixen entre ells 1 les connectives
del llenguatge i tot aquest climul de resultats ens permeten

d'estendre el concepte de connectiva: una connectiva é&s to-

a ope abstracta que manté un cert lligam amb
eqiencia; el significat logic de la connec-

A T7T < e
Ul 1l iyalii
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TARSKI I LA LOGICA DE PRIMER ORDRE.

La ldgica de predicats de primer ordre &s més complexa. En fa-

rem cinc céntims.

Sigui L un llenguatge de paimesr ocrdre sense funcionals, perd amb

icualtat: &g a dir:
igualtat ; és a dir:
. un conjunt V de vaxriables V={uh:k<u};
. un conjunt R de {ffLetres predicatives R= J Ry
K<Ww
on R, = {P_.:4 ) .
k Y &<YK}k<u
Cada PhL és una lletra dicativa de k arguments {(k < w) i

pre
a

on &s la igualtat (i la designem usualment per =).

(La no inclusié de lletres funcionals que facin el paper d'ope-

racions no és pas essencial.)

Construim les f§éamules atomiques

Atm_. = P,.w,...w, : P,_, R k< L < w Vi.
L= P R Thi € Bgr Reo o Lo<yp, W6 V)
Els conjunts Ry poden ésser eventualment buits ( quan y =0).
K
Les equacions v, =v_ sbn les fdrmules P,,v, v
E R 20 R

A partir d'Atm, i amb operacions 1, ~ , 3v, |k < o) engendrem
I C

1'algebra lliure Pred . Aixi doncs

ugFérmL sii i) agAtmL;
li‘ aviactreiyvy 11n 2 ~FTAYm T o~ Ao o e
} existeix un BeFOrm, 1 a &€s 18 ;
iii) existeixen B, yeFbrm_. i o és Bvy ;
iv) existeix un g gFérml iv, e Vo1

Aconseguim d'aguesta manera la seglient Algebra lliure sobre L:

P - A vm - s Y 1) =
rea £0X oV

v 1
= v v, =V
L 1 B R 2 kAT Rk, A<o
A continuacid s'introdueix un concepte adequat de deduccid sin-

tactica, que no precisarem pas aqui, i,gracies a ell, una rela-

. - . ~ . . .
cid d'equivalencia en PredL; donat, doncs, un conjunt consis-
b o A T cemrmd e d mee AT e i e crmamt ol mee T T drrm e e voAarT Ao
celic ue DCIlILClIC 1CD V\LOLIIIULEDS bClIioC Val Ladplecd LilUuLedS) u - o, ue
finim:

¢,V aFérmI ¢ =5 U Sii Yeo¢-vyY A~ Y ->0
4 -
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S'obté una congruéncia i 1'algbera quocient

o)

p

<
Il

“2: r“‘L/ 1;:*.2! r Y K K}\f!
on 1=18 ¥y 1., 0=l 91,4 =1 -0 1. (k, X» <o ),001. =11
K2 K KT2ZT KA K A2 VL )
Tovl;, = TR viwl, C (@Y 5 )= Lamqﬂz

ACO. (F6rm_/=: ,0,1 ;v ) és una algebra de Boole;

ACl. j“ul ‘0‘? Vy ) = . ‘i# U ;

AC2' -0 - = AV 0

ACy- dndon 4v B) - ddca A 4 Ped;

AC4- du 3V« Sl An it o

ACB. O = M omr B O~ O

“C6...,‘,I1J,— U 'A‘"t‘: U =aye U =y, k# N,

ACTBo,Jv.‘:v, aocda 000 =9, A 1] e V¥, , ko #x.

Aguestes sén precisament les equacions que caracteritzen les al-
gebres de predicats de primer ordre o afgebres cilindriques. A-
guestes algebres sdn introduides definitivament per A. Tarski
amb la col.laboracid del seu deixeble L. Henkin (Henkin-Tarski
f19611) i desenvolupades posteriorment per L. Henkin, D. Monk i
A. Tarski {1971,1980].

Tarski, perd, havia reflexionat amb profunditat la naturalesa

del calcul de predicats de primer ordre en treballs anteriors

{1952, 1952a) i, posteriorment, en un excel.lent treball [1965]
havia estudiat élgebres de Boole amb operadors (B.J6nsson-

i també les algebres topoldgiques (McKinsey;

urids i im-~

m, per acabar, que si
n una algebraitzacid
s ho constitueixen

16giques S les monadi

les
de les S5 de Lewi

W
o
—~ @
t
(]
<
=
[

ned ('D
~
.

au
Lewis-Langford [1932

J
)



[a
b>3

Les algebres cildndriques sdn, doncs, el cami seguit pe

-

1 s
alcu

[
jol}
[0]

Tarski i la seva escola per tal d'algebraitzar el
predicats de primer ordre.

Un algebra dilindrica de dimensid o , x€0Ord, &s una estructura

VAL, Vlolllcb’db\> T Yo’
N Na Ny &< n
Aan O 1.3 { lvar V cAn alaeamantas d4'A 1 - Aneracionce manadi-—
on 0,1,d;,{k,2< } sOn elements d'A i ¢, m .operacions monadi
gques en A 1 v una operacid binaria , en la qual, per cada
X,y € A, compleixen:
i == 7 ’ &
- -
ACO.-<A,1 ,v,0,1» és un algebra de Boole;
AC,. ¢, 0=0;
1 k !
AC,. X A C,X=X;
2 k !
AC,. ¢, (X C =C, X c,V;
30 G X acpy)Eex Aoy
AC,. ¢, Cc _X=C_C, X;
< K A ~ K
AC_. d,,=1;
5 kk 7
AC,. si k# d. .=c (d, Ad _);
6 PR A p( k gt
AC7. si k#x, ck(dkx.h X) A Ck(dk%A'\X)=O.
Perd les algebres cilindriges de Lindenbaum dels cdlculs de pre-
dicats de primer ordre sbén algebres cilindriques particulars ja

que, en general, el conjunt de variables &s numerable; aixd

déna algebres cilindriques de dimensid w . Aguest fet, perd, no

és pas massa important.

comporta que
¢, (T9D) =gl

pert tot k<o« LLevat d'un nombre finit. L'algebr:

o
ol

M
t
T
0

doncs, facalment finita.

Ara la qiestid ja és calcable de la que teniem en el cdlcul pro-

Tota algebra cilindrica A de dimensibé w i localment finita

(i.e.: C| X=X per tot k llevat un nombre finit i per cada x d'A)
- a e N N a - 5 a T i . T = -t o P
és l'algebra de Lindenbaum A _(L) per certs L i Z , on X és
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un cert subconjunt de senténcies de Pred,?

La resposta és afirmativa si bé& establir-ho &s forg¢a més com-

plex que el cas proposicional (vegeu D. Monk [19761).

Sabem també& (Stone [1936)) que les algebres de Boole sén, en
definitiva, Elgebres de conjunts, aixi com també certes alge-

bres de Boole amb operadors (Jdnsson-Tarski [19511),

a e i
ntic d'intrepretacdd dels c
predicats de primer ordre - concepte molt simple en el cilcul

proposicional i forga complex en el cas predicatiu, com veurem

Sera també& en aquest context on podrem plantejar-nos els teo-~
emes de completesa (fort i feble), de compacitat, etc... i la
seva possible equivaleéncia amb 1'axioma de l'ultrafiltre booled
i amb l'axioma de l'eleccid. Tot aixd, perd, cal ajornar-ho

de moment.

;A [T By £y B P I UL S S
Acabarem donant la definicid d'algebra cilindrica de conjunts,
N . :
seguint Henkin-Monk-Tarski (1971):

"Sigui U un conjunt no buit i xe€O0rd.

Per cada k < o¢ definim

c) P(™U) — = P (™U)
CkX = dxe®U: x D oo -{ki= yPodkfiper un y € X},
(Aix1 s'obté el cilindre general des-
plazant X al llarg de l'eix k-gsim en
1' e&~espai.)
Per cada k,» < o, considerem
dk} ={x € *U: XL(,:XL,‘



(Sén els hiperplans diagonals).
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Més endavant, en la tercera part d'aquesta aproximacid a l'obra

d'A. Tarski en 1'ambit de la 1ldogica contemporania, retornarem

a les algebres cilindriques de conjunts i clourem la pregunta

que,
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