LA GENESI DE LA TEORIA DE GRUPS
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L'OBRA DE GALOIS

as 2y

Antoni Malet

1. Introduccid

Segons la tradici6, la teoria de grups neix en un breu

treball que Evariste Galois (1811-1832) va presentar a la Acadé

va retornar declarant, m&s o menys, que resultava inintel.ligi-
ble. Uns quants anys més tard, el mateix treball i el mateix
autor eren recuperats de l'oblit per la mateixa institucid.

Recordarem rdpidament algunes dates 1 dades d'aquest

feia seu l'informe de Dénis Poisson (1781-1840) sobre el treball
de Galois i 1i negava la seva aprovacid. Exactament dotze anys

la Memdnaia sobre Les condicions...
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licar aquesta Memdria i un parell més de treballs de Galois

o

(tan curts com la Memdria) a l'any 1846. En un treball del 1852,

nrico Betti (1823-1892) republicava la famosa Memoria afegint
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demostracions que Galois havia om&s i retocant-ne d'altres. La
Teoria de Galois apareix per primera vegada com un capitul d'un
llibre de text en el 1866, en la 3% edicib del Couns d'alglbre su
perieune de Joseph-Alfred Serret (1819-1885). La contribucid de

Serret &s semblant a la de Betti.

El orament

tingudes en estat embrionari en l'obra de Galois fou Camille

Jordan (1838-1921). En una s&rie molt nombrosa de treballs pu-

clau introduits per Galois (grup, subgrup i grup quocient de

permutacions), n'introdula de nous (homomorfisme i factors de

de 700 pagines que, com ha
algebristes.durant 50 anys.
deia, en el Prefaci del seu Tractat, que tot alld no era sindé

un comentari de 1'obra de Galois, n'hi ha prou de saber que el

servat a Paris a la Biblioteca de 1'Institut de Frang¢a, no ocu-

pava siné sis folis. Aquest fulls acompanyaren a Galois des que
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tard. En aquest interval, Galois hi va introduir algunes esme-

Els resultats més importants continguts en agquesta memd-

ria s6n dos: l'associacif d'un grup a cada equacid polindmica i

oy
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la caracteritzacid de les equacions resolubles per radicals mit

jangant aguest grup. Galois utilitza, certament, les paraules

s definit alld que el

D

rup i subgrup: malgrat gue enlloc no

{e

lector ha d'entendre en aguest concepte. Tampoc no trobem cap
definicib6 d'altres conceptes gue juguen un paper important en
la formulacid {(almenys en termes moderns) dels seus resultats

més notables, com ara subgrup normal, grup quocient, etc. Es

ot

i

tracta d'un tret sorprenent pel lector modern i especialmen
teressant si es té en compte gue aquesta era la primera apari-

ci6 dels grups de permutacions.

El que aqui pretenc és descriure els antecedents de 1l'o-

le 1la teoria d'equacions. A la 1llum de les caracte-

ristiques d'aquesta obra analitzaré&, finalment, 1l'informe de

Poisson que va impedir que obtingués 1'aprovacib de 1'Académia.

2. Els antecedents

2.1. Sobre permutacions

Cal mencionar, en primer lloc, una memdria molt llarga

sament els mé&todes de resolucibd de les equacions de 3 i 4
grau i estudiada la possibilitat de generalitzar-los a les de
graus superiors (l). En el transcurs d'aquesta andlisi, Lagran-

ge es vela enfrontat amb funcions racionals F(xl,xz,...,xn) de
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les arrels. Aix8 el va portar a un resultat que encara avui co-

neixem com a teorema de Lagrange: si existeixen m permuta-

1l'ordre d'un subgrup &s un divisor de 1l'ordre del grup. Lagran-

ge acabava la memdria conjecturant, sense gaire conviccid, la

En aquests primers contactes entre les equacions i les
permutacions, aguestes jugaven un paper merament auxiliar. D'a-

questa manera eren tractades per Augustin-~Louis Cauchy (1789~

Fa s
« O

ici

1857) en un treball no molt extens publicat en el 1815 {2
chy no feia sind demostrar el teorema de Lagrange i, com a con-
tinuaci6, que si n =2 5 i el nombre de valors gque pren
F(xl,...,xn) &s > 2, ha de ser per forga = 5. El treball de
Cauchy era directament inspirat en els intents de demostracid
de la impossibilitat de resoldre per radicals l'eguacid general
de 5% grau fets per Paolo Ruffini (1765-1822) al voltant del

1800. Cap de les sis demostracions qgue Ruffini arriba avpubli—

perd, ha de ser mencionat perqué avengava pel cami indicat per
Lagrange. Va calcular explicitament els elements de S, va

introduir alguna cosa gue, salvant moltes distancies, avui ano-

menariem grups primitius i transitius, i va demostrar, d’una

notablement i incloiria, amb el de Lagrange, en la memdria ja

ut
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esmentada del 1815.
En agquesta memdria trobem el primer intent sistemitic
per a fixar unes notacions i una nomenclatura adients per a les

permutacions. Cauchy introdueix la simbologia

la notacid exponencial A" i el concepte d'ordre d'una substi-
tucié. Tambe introdueix una distincid inconvenient gue es man-
tindrd durant uns quants anys: una cosa sdn les pewnutacions,
files de lletres, i una altra les Jsubstitucions, alld que permet
passar d'una permutacidé a una altra. La distincid, adoptada per
Galois, havia de ser dificultat a véncer per poder arribar al

A 101 S, 1

concepte de grup.

no parlava de grups ni de subgrups. L'finica nocid prefiguradora
d'aquest concepte que hom troba en aquests primers treballs é&s
el de pewmutacions equivalents. Ruffini havia anomenat ordre d'equd
val2neia al nombre de valors igual que podia prendre una funcid
F(xl,...,xn), i Cauchy va anomenar permutacions equivalents

les que deixaven formalment invariant F.

obre resolubilitat per radicals

N
.
N
.
1441

Niels-Henrik Abel (1802-1829) wva publicar l'any 1829 una

A N d AT (. P P T Y P TO U YT J I ry, SRyt | PR R U A G
Memdria titulada Sobre uina classe particularn d'equacions resolubles al-
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gebralcament (3). "Algebraicament" volia dir, a l'época, el ma-
teix que avui "per radicals". So6n dues les motivacions princi-
pals d'aquest treball, segons que el mateix Abel explica en un
pardagraf introductori. D'una banda, &s un intent de generalit-
zar una idea continguda en la demostracib de la resolubilitat
per radicals de les equacions de la forma x*-1 = 0. Aquesta
és una aportacid de Karl-Friedrich Gauss (1777-1855) publicada
com una part de les Disquisitiones Arithmeficae 1'any 1801 (4).

Abel demostra que la resolubilitat per radicals &s possible

"si totes les arrels d'una equacid es poden expressar

oY
PeL

x, 0x, Bzx,..., Bn_l X

. n . 2 ,
essent 0 x = x 1 6#x una funcid racional de x".

Aquli x representa una arrel qualsevol de l'equacid; funcid

racional volia dir el mateix que avui. I continua:

n
“ L - - ooy .. X =1 -
“Aquest &s el cas de l'equacid —— =0, on n &s un

ay o "nmnNna
oL « il

arral
Irel

tiva mdédul n, &s possible expressar, com &s sabut, les

n-1 arrels per
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n-1

o o
essent X = X, ¢o és, posant x = x, per
n a2 AN—2 sn—1 " o
X, Ox, 6"x,..., € X, on ¢ x = x" (5).
Una arrel primitiva mddul n &s un nimero g tal que gn_lifl,

perd g 1 (mdn) si 0< <n- 1.
D'una altra banda, Abel ha descobert en els seus treballs

en un altre camp de les Matemdtiques gue aquest enfocament donat

Q
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er molt Gt

1l'expressi6 de totes les arrels d'una equacid per x, 0x, 8°x,...,

n-1 .
¢} x, diu:

"La mateixa propietat es déna en una certa classe d'equa-
cions a la que he arribat per la teoria de funcions el.lip

tiques" (5)

Abans de donar una idea de la demostracid de la resolubi-
litat per radicals d'una equacid les arrels de la qual sdén totes
m s s \
de la forma 0 'x, cosa gue cal fer perqué hi ha idees en aques-

ta demostracid que juguen un paper en el treball de Galecis, men-~

En primer lloc, Abel analitza la hipdtesi que dues arrels
d'una equacid es poden expressar racionalment una per mitji de
1'altra. Posant x' = 6 Xqv Abel demostra:

ualsevol arrel de 1
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2) Xqs 6xl, 62 Kireoo sbn arrels de l'equacid. Sigui

n 1l'enter més petit tal que o Xy = X;. Les n arrels

n-1
Xqr 0x0y..., 8 X,
sbdn totes distintes.
3) Pot passar que aguestes siguin totes les arrels de
' . = . . Ve s L s
l'equacid o que n'hi hagi més. En 1'QGltim cas, sigui X, una

arrel diferent de les anteriors. Les n arrels x2, 6x2,...,

en—lAZ s
Per tant, si M @&s el grau de l'equacid proposada, les i
arrels es poden dividir en m paguets

6n~l

, 0xl,..., Xy

n-1
Xor 025,0.., 0

I diu Abel, referint-se a aguest resultat, que "fes u awvels
d'aquesta equacid es dividiran en diferents grups (sic) compostos de n

Lermes" (6).

Respecte d'aquestes equacions, Abel es limita a demostrar
p q

que sdn resolubles per radicals si # = n.

'una d'elles. En aquest cas, Abel demostra gque una equacid les

X 9
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%)
el



per radicals si eiajxl = Giﬂixl. Les equacions que compleixen

agquesta condicid s'anomenen dabelianes. En termes moderns (Abel

pand smm erm emmmnT man A a T cnmsaa P oonnm n mmenton e 2N TV o mammmna I S ST IR, R
fial 11V va pallal Jdol gLup u uila cyguacliv) , 1a LOHlULAdLLVLLAL Ue
les 6 implica la conmutativitat del grup de l'equacid, i per

aixd anomenem abelians els grups conmutatius.
Per demostrar que una equacid tal que totes les seves

arrels sbén Xqr 6xl,..., Xy 8s resoluble per radicals,

Tl oo
VT L Aya

s

tat no varia. Per tant tenim

\Ifxl =\116xl = \vele = L. = veT X

(Wx, + Whx, +...+ et

i)
X
I
3 |

1)

1 n

Aixd vol dir que le és una funcid simétrica de les arrels de

&

ne aixd vol dir que

[e) x
Y 2

K
es pot espressar en funcid® racional dels coeficients d'aquesta
equacid, es a dir, que ¥ Xy &s un nombre del cos dels coefi-

cients, dit en el nostre llenguatge. Anomenem v aquest nimero

i tindrem

n . -
VvV o= x. +af x ...+ O(nlﬁnlx
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Quan substituim « per cada una de les n arrels diferentes

1 o o da 1'amuncis w121 = n

+

n;/ o n-1
W, = x 0%y +ooot O X,

-t

n-1 n-1
+ al Hxl +ao.at al

Per o

funcié del radicals QﬁZ; i de les arrels de la unitat
agafar una arrel primitiva n-ésima de la unitat «, es a dir,

una tal que les n arrels es poden escriure 1, o, o, a7 ,...,

n~-1

o . Aleshores tenim

DT = x, + Ox. 4...+ 0071 &
VY1 i 1 1
DT = x4 alBx, +...+ oPhpnTl
v 1 1 1
N = x, o+ an~16x, +...+ o071)(n-1) 4n-1
i3 £ L B

Sumant aquestes expressions, tenim

® VT = mx 40x. (Leas. .+ Dy a0 Ty (4P L2 (07D, Lo (071 (n-1)
Y1 1 1 1
o . e o . 1 .0 —
on tots els parentesis s'anul.len, d’'on x2 -y 2 Vvi. Per
aillar les altres arrels, n'hi ha prou de multiplicar cada una

de les equacions per una poténcia adequada de o.
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fonts:

"El mé&tode que fins aqui hem seguit (...) &s en el fons
el mateix que el que ha fet servir el Sr. Gauss en les

seves "Disquisitione arithmeticae", art. 359 i ss., per

[$})
[

. .
a resoldre una certa classe d'equacions a

La petita histdria de les equacions x" - 1 =0 també es
interessant de conéixer per a comprendre les petites i progressives
generalitzacions que configuren el cami dels resultats especta-
culars. Gauss va arribar a interessar-se per aguestes equacions
a partir del problema de la construccid de poligons regqulars.
Com es sabut, un dels seus primers descobriments, guan encara
fou el de la construccid
del poligon regular de 17 costats. Gauss comenta, en comengar
la part de les Disquisitione dedicada a les equacions x =—- 1=0
titulada "Sobre les equacions que determinen les divisions del
cercle", que les seves solucions (r = cos %2# + i sin%Zw) per-

meten determinar els valors del sinus i cosinus dels angles

Eﬂi 232,...,z£(n~l). Les relacions sinkzﬂ =

n n n n
. n .o - ~
el fet gque les equacions X - 1 = 0 siguin més cOmodes de mane

n

e N

estudiar que les que donen directament els sinus i cosinus

e
jar i

27
de = {lee cm1ie donen els sinus ner exemnle cAn
ae P (i1es gue donen e€ls sinus, per exXemplie, sOn

62



Gauss no va comengar a partir de zero 1l'estudi de les

. n . : .
equacions x -~ 1 = 0, sind que va aprofitar uns resultats previs

[~ 7
ja trobats sobre les equacions x~ - 1 =0, x' -1 =0 1
ll - ~ b1 . =1 L T e o A o e [, R -~ D W P .. R
X - L U, ies Jquals ndadvien e€stdt Cconslderades pel AlexXxanare~
Théophile Vandermonde (1735-1796). Vandermonde, en una memdria

del 1771 (8), demostrava que aquestes egquacions eren resolubles
per radicals 1 conclola que el mateix métode utilitzat en aquests

. §
tres casos particulars era aplicable per a demostrar la mateixa

cosa per a totes les eguacions xP - 1= 0, p primer. Aixd &s
veritat i &s mentida. £s mentida perqud per a poder fer en gene-
ral alld que Vandermonde feia en particular cal demostrar, i és
el que va demostrar Gauss, gque per a tot nombre primer p exis-
teix una arrel primitiva mddul p. Assegurat aguest punt, el
métode de Vandermode funcior
No vull acabar aquest apartat sense esmentar la valoracid

taxativa i un tant heterodoxa que va fer Lebesque dels mérits

"Certament, el treball de Gauss &s una obra mestra; una
obra mestra d'exposicid elegant, rigorosa i completa, una

obra mestra de comprensid id'intel.ligéncia, perd en la

que la part d'invencid personal &s en realitat molt peti-
ta. (...) (Gauss) segueix pas a pas Vandermonde, encara

63



Ja he mencionat els intens de Ruffini de demostrar la im
possibilitat de resoldre per radicals 1l'equacid general de Sé
grau. Com &s sabut, la primera demostracid plenament acceptada
d'aquest resultat &s deguda a Abel i fou publicada l'any 1824.
Millorada, fou publicada altra vegada el 1826. La idea que pre-
sideix totes les demostracions d’Abel &s la mateixa: primer s'es
tableix la forma més general que poden adoptar les arrels d'una

-

= é . .
equacid de 5~ grau expressades per radicals, i aleshores es de-

treball que cal considerar essencialment de wvella escola (11).
Abel utilitza els resultats de Lagrange i de Cauchy mencionats
a 2.1. {(no els de Ruffini que, segons sembla, encara no conei-
xia), perd només els teoremes alii mencionats. En particular,

Abel mai no féu servir els grups de permutacions en les seves

recerques sobre equacions.
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3. La Memdria de Galois (12)

Unes observacions prévies. Galois sempre utilitzard equa
cions que tenen totes les arrels distintes. Es una condicié que
juga un paper important en el desenvolupament de les seves
idees 1 que no &s restrictiva. A l'época ja existien métodes de
cdlcul ben coneguts per a determinar si una equacid té& o no
arrels miiltiples i, en cas afirmatiu, per a trobar-ne una altra
que no tingui sind les arrels distintes de l'equacid original.

Segona observacid: no existien encara ni definicions pre

cises ni notacions especifigques pels diferents conjunts numé-

o gt rn e o J - S S
D £

"DEFINICIONS? Direm gue una equacid és reduilble guan ad-
met divisors racionals; irreduible en cas contrari.
e s'ha d'entendre amb el mot
,,,,,,,,,, , doncs es p

Quan l'equacid té tots els seus coeficients numérics

i racionals, vol dir simplement que 1'equacid es pot des

compondre en factors que tenen llurs coeficients numérics

pas tots numérics i racionals, aleshores caldra entendre
per divisor racional un divisor tal que els seus coefi-
cients s'expressen en funcid racional dels coeficients

de la proposada; en general, per quantitat racional

(o)}
ut



quantitat que s'expressa en funcid racional dels coefi-

cients de la proposada.

ot convenir de onsiderar rac
OT Cconvenlry ae coconsliqaerar rac

Es még:

0

s

o]

funcid racional d'un cert nombre de guantitats determina
des que es suposin conegudes a priori. Per exemple, es
pot escollir una certa arrel d'un nombre enter i conside

rar racional tota funcid racional d'aquest radical.{...)

titat que s'expressi en funcid racional dels coeficients
de l'eqguacif i d'un cert nombre de quantitats ADJUNTES a
l'equacid i convigudes arbitrariament. (...)

Es veu, a més a més, que les propietats i les difi-
cultats d'una equacid poden ser completament diferents
segons les quantitats gque 1li s6n adjuntades. Per exemple
1l'adjuncidé d'una quantitat pot tornar reduible una equa-

cib irreduible”. (p.45)

Es tracta d'una manera arcaica i feixuga de poder parlar
d'altres cossos que no siguin el dels racionals i d'altres
anells de polinomis que no siguin Q[ X]. Galois anomena #4acio-
nals les quantitats que pertanyen a un cos X que es suposa coO
negut, i que pot ser @ o0 una extensid de Q generada per

'adjuncid de certs irracionals. I anomena redufbles els polino

(=

mis que es descomponen a K[x}.
En relacid amb els conjunts numérics emprats per Galois,
tamb& cal subratllar que no existia encara la distincid entre

1t

irracional algebraic i irracional trascendent. Fins l‘any 1844,
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. . . .
Xistien irracio-

o
[}

u
nals que mai no podien ser arrels d'una equacid polindmica (13).
Galois presuposa més d'un cop que una certa quantitat &s alge-
braica sobre el camp de racionalitat on treballa. La hipdtesi,
en tots els casos, podria ser demostrada f3icilment,; perd possi-

blement ell mai no es va plantejar aquesta giiestis.

1i va donar Cauchy l'any 1815. Per permutacid cal entendre,

La Proposicid I de la Memiria sobre Les condicions de nesofubi-

Litat de Les equacions pern nadicals diu aixi:

"Proposicid 1
Siguin a, b, ¢, ... les m arrels d'una equacid
donada. Existird sempre un grup de permutacions de les

lletres a, b, ¢,... gque gaudird de la propietat se-

1% Que tota funcié de les arrels invariable per les
substitucions d'aquest grup &s racionalment conegﬁda
LEs a din, 54 K €8 el domind de nacionalitat dels coegicients,
£ K' =K{a, b, ¢, ...), Zot element de K' iLnvariable for-

malment pen Les substitucions del grup €5 de K 1.

o~ = P P PN ~ - PO .a ~ 7 .
cions. |84 un element de K es pot expressar com a funcld racio
nal de  a, b, c, ..., agquesta expressld send Lnvariable pen

67



les substitucions del grupl” (p. 51).

Per veure com Galois construeix aquest grup, hem d‘esmen

me ell ut
ell 5]

+ar els lemes
LaYy elg lemes ue

Q

ens poden semblar rebuscats i estranys, de resultats ben cone-
guts a l'época i no originals de Galois:

1) si Vo és una quantitat obtinguda racionalment a par-
tir de les m arrels (podem posar VO = Vo(a,b,c,...n tal
que guan permutem les m arrels de totes les maneres possibles

resulten m! gquantitats diferents, aleshores cadascuna de les

tat V_. osem
o
a = v b = v ee
‘PO o’ ‘Pl of
2) Sigui G({x) = 0 wuna equacid racional irreduible que
admet V com arrel. G tindr3d altres arrels V., V,;...; v

""" - o T . 17 7277777 "' n-1°

Aleshores es demostra que cadascuna dielles ha de ser un dels

m! valors que hom obté& permutant les arrels dins de Vo‘

3) Resulta, finalment, que Y5 Vl' ?q V2, etc. sbn
arrels de l'equacid proposada. fs a dir, que 2 Vl, 2N V2,...
?5 Vn—l' sbn algunes de (o totes) les m "quantitats a,b,c,...
21 ghup de permutacions de l'equacid, diu Galois, és el

. . .
seglient. Associada al valor Vo, tenim la permutacid
(Vr\) Wn Vn (p'l n S0') N c .. Sam_] I'e)

o} c © 1 o 2 ‘o m-1 "o
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Associada al valor Vl' tenim
ity Ay - Tv" - ‘V’ - ‘VT - ‘VT
Y/ Yo Y1 ¥1 Y1 ¥2 Y1 -t ¥p-1 "1
I, andlogament, tenim
V) o Va2 P31 Yy ¥ Vy c-e Y1 V)
(v ) ) v A v . . . Py v
‘'n-1 Yo 'n-1 Y1 "n-1 ¥m-1 "n-1

Anem a veure gue aquest grup compleix les condicions del
teorema. Per a donar una idea del que era l'estil extraordina-

riament concis i sintétic de Galois, transcriuré textualment la

O
H
I

cional de les arrels és invariable per aquestes permutacions,

aleshores é&s una quantitat racional. Diu Galois:

"Qualsevol funcid® F de les arrels invariable per les

asubgst+itucions d'acuest arur s »nodr3 escriure aixi
SUOSTLTUCICONS G aguest grup €5 pldra escriure alixi
. =
F= ¥Yv_, ihom tindra
O
vYv =v¥v, = .,. =¥V
o 1 n-1

Fl valor de b nodr3 ner +tant asor detraerminat raciosnal
&a Vaslr Ge & peara, per tTant, sSer gelérminat raciona.s

"
ment”.

Tot el que Galois no diu i pretén que el lector pencsi é&s



el segilient:
Si F = F(a,b,c,...) &s una funcid racional de les
v V., 8.V 4, 95,V ,.0.)
o 1 o 2 o
criure F = ¥ VO, essent ¥ una funcid racional ja que les

p's 1 la F ho sén. Les permutacions del grup, per la seva

definici®, ens donem

(V) F {\P Vor ¢, V Cs V o) gue és ¥ v

1 o 1 17 72 "1 d 1
for A o <r < < \ = I v .
(v,) Flog Vor €1 Vyr 05 Vyyeot) que 8s 51 etc.

Si F &s invariable per aquestes substitucions, tindrem

Per tant

I aixd significa que F &s una funcid simétrica de les V's,

és a dir, de les arrels de l'equacid Gi(x) = 0. Per tant F

es pot expressar racionalment en funcid dels coeficients de G,
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que admet l'arrel V,- Com que G(x) = 0 &s una equacib racio
nal irreduible, totes les arrels de G ho sén de F - ¥(x) = 0,

per tant

o
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YV =WV = .= WV

I com gue aquests sbn els valors que pren F quan hi actuen les
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aquestes permutacions.

Hi ha algunes coses que cal comentar sobre aquesta prime-
ra aparicid dels grups de permutacions en el pensament algebraic.

La primera és la definicil galoisiana del grup d'una equa
cib.
sid: els elements del grup sbn agquest, aquest i1 aquest. No é&s
una definicid per comprensid: sigui G el grup format per les
permutacions tals gque... Per forca havia de ser aixi tota vegada
que Galois mai no va arribar a donar cap definicid que identifi-
qués els grups com a certs conjunts privilegiats de permutacions.

La segona &s la relacid entre permutacions i substitu-

cions. Galois mai no va arribar a resoldre satisfactdriament el
problema de la identificacid dels dos conceptes, malgrat que era
conscient que alli hi havia un problema a resoldre. Sempre va
mantenir la distincid entre unes i altres, sequint les defini-
cions introduides per Cauchy en el treball de 1815, perd en el
manuscrit hom troba una série de correccions que fan veure que

Galois era conscient que alld no acabava de funcionar.

Els mots pewmutactd i substifuci{l apareixen superposats
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un a l'altre com a fruit de successives correccions, de vegades

mGltiples en un mateix lloc. Fin i tot trobem en una marge 1l'a
verté&ncia "En LLoc de La paraula permutacis, posan a toi anreu La parau-
La substitucié”, la adventdncia que el mateix Galois esborri pos-
teriorment!.

En el mateix marge trobem, perd

bre aquest problema amb la indicacid clara "A .inclowre amb fLes

La datacid precisa d'aquestes correccions &s molt dificil, aixi
com la de les gque van ser fetes exactament la nit abans del
duel en el que va morir, perd Bourgne i Azra, gue han estudiat
minuciosament els manuscrits, han pogut establir algunes conclu
sions prou sdlides basant-se en la pluma utilitzada, la tinta,
fins i tot el tipus de lletra, etc.

Aquesta s&rie de notes sobre permutacions i substitu-

1'altra.

La permutacid de la gque es parteix per indicar les

O

funcions. Doncs no hi ha cap rad per a que dins d'un

no un altre.

Tanmateix, com que no &s gaire possible formar-se



la idea d'una substitucid sense la d'una permutacid, no-
saltres en parlar utilitzarem freqgiientment les permuta-

RN es s T I wmea conad darases T s
LD 4 Liw LuililolutTlLAalLcliil LATo ou

as d'una permutacid a una altra.

o]

Quan voldrem agrupar Itextgalment, ghouper] substitu

cions, les farem provenir totes d'una mateixa permuta-

“cio".

Apareix, a continuacib, el vestigi més interessant de 1la
gran idea que Galois només va arribar a entreveure en estat em-
brionari. Es la frase inacabada "E£ grup &s un conjunt de permutacions

tal que 84 es passa..." , que després Galois va barrar.

"Com que es tracta sempre de gliestions on la disposi
cid primitiva de les lletres no influeix per a res, en

els grups que considerarem hom haurad de tenir les matei-

rups hom té les substitucions S i T, &s segur que hom

Q

tindra la substitucid ST" (p.47).

dant 1l'atenc
bre una propietat no imposada a priori, per a poder definir els
grups, sind sobre una propietat que hom pot constatar a posterio

ri, consegliéncia de la manera com han estat construits.

~]
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Quan Jordan desenvolupard a fons les idees de Galois,
s'en adonard, perd no inmediatament, gque aquesta &s una idea fo
namental a explotar i farad el que podriem anomenar una mena de
de les nocions involuc
Ell serd el primer en veure gque hom pot comengar dient "un grup
&s tal cosa, i les permutacions gue hom associa a una equacid
formen un grup, etc". Exactament, el que Jordan va dir fou: "Un
sistema de substifucions fommen un gaup 54 el producte de dues substitu-

ntnmi e 0D
LAV Ui oa vy

%
que les substitucions que transformen VO en vl,vz,...,v 1
formen un grup (en el seu sentit) que &s el grup de l'equacid

entit de Galois. Si b& Jordan va comencar a desenvolupar

el ntit de Galois. J 1V omen ¢

1TD

n

i

les idees de Galois en el 1861, no és fins el 1867 que trobem
publicada l'anterior definicid de grup (14). No cal dir que si
hom compara el treball de Galois amb la reformulacid que en féu

Jordan, una de les coses que més sobressurten &s la nova flexi-

bilitat

biiltd4at,

la nova suavita® fins i tot podriem dir, que adquirei-
xen els mateixos enunciats 1 les mateixes demostracions quan sdn
tractades amb la perspectiva introdulda per Jordan.

Les Proposicions II i III de la Memdria de Galois aparei-

temps de fen-ho. Nota de £'A", La ITI la va suprimir completament,
substituint-la per un enunciat acompanyat del comentari "Hom tro-

bard La demostracid". Aquestes correccions, amb les reserves men-—

tats preparatoris per a la Proposicid V, l'altre resultat fona-
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mental d'aquesta Memdria. El seus enunciats sbén els seglients:

TEOREMA. Si s'adjunta a una equacid donada l'arrel r
d'una equacid auxiliar irreduible, 1li succeird una de les
dues coses seglients: o bé el grup de l'equacid no canvia-

- ~ 1= i~ E T 2 e - = U — —_—
pas, o0 bé& es dividird en p grups corresponent cadas-

o

r
cun d'ells, respectivament, a 1l'equacid proposada gquan 1i
es adjuntada cadascuna de les arrels de l'equacid auxi-
liar; 2n d'aquests grups gaudiran de la propietat remarca

ble que es passara de l'un a l'altre operant sobre totes

A l'enunciat d'aquest teorema, després dels mots 2'auvel

r d'una equacil auxifira {irreduible, apareixen barrats aquests al-

tres: de grau piimer p. Aguesta condicid és necessdria per la de
mostracid. que déna Galois, tal com ja va veure Liouville.
"Proposicid IIIT
TEOREMA. Si s'adjunta a una equacid TOTES les arrels
d'una equacid auxiliar, els grups considerats en el teo-

rema II gaudiran a més d'aquesta propietat: les substit

cions sdn les mateixes dins de cada grup" (p. 57)

"Proposicid IV

<
TEOREMA. Si s'adjunta a una equacid el valor NUMERIC

] ~ - L}
d'una certa funcid de les seves arrels, el grup de 1l'equa

~d
(9}
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-+« CTHCG tal que

cada subgrup &s normal en el seglient i tal gque cada quocient

G/H &s d'ordre un nombre primer.

iguatge tan arcaic. Per exemple,
l'existéncia d'un subgrup normal HCG tal que l'ordre de G/H

&s un nombre primer p &s enunciada aixi:

"... El grup de l'equacid haurd@ de descompondre's en p

grups gaudint, els uns respecte dels altres, d'aquesta

dobel propietat: 1* gque es passard de l'un a l'altre per
n

una finica i mateixa substitucié; 2 gue tots contindran

les mateixes substitucions®” (p.59).

El gue ell enten per aixd é&s el seglient, segons un exem-

ples que facilita pel cas de 1l'equaci® general de at grau. Se-

gons Galeis, el grup
abcd acdb adbec
b adc cabd dachbh
cdab d bac b cad
dcba d ca c b d



es descompon en tres grups que tenen les propietats anteriors,
cadascun d'ells format per les permutacions integrades en cada
una de les tres columnes. Per a poder interpretar-ho en el nos-

it r

tre llenguatge, posem

e = fa b c d) £ = fa b c d) £ = fa b c a) c = jabec a)
' lbaac 2 lcaan 3 lacobal la ¢ d b
Només H = {litlitzit3}i les substitucions de la prime-

ra columna, €s un grup en el nostre sentit. Les permutacions de
la segona i tercera columna sb6n les classes laterals sH i szH.
D'altra banda, les substitucions que apareixen en aquestes colum
nes, les que transformen la primera permutacid de cadascuna

les tres permutacions restants, no =dn
Resultaria molt llarg explicar pas per pas tots els raona

ments de Galois per arribar a establir aquesta condicid necessi-

ria i suficient de resolublitat, perd n'hi ha un de pas que si

[¢}]
2
{or

.
nesi de les seves idees. Es tracta de la demostracid de la sufi-
ciéncia d'aquesta condicid.

Diu Galois (p. 61): sigui 6 una funcid de les arrels
invariable per totes les substitucions d'un dels p grups en
qué G es descompon i variable per totes les altres permutacions.

Aplica a © una de les permutacions que la fa variar, i obté 01.

Aplica a 61 la mateixa permutacid i obté 52, etc. Galois sap
que els {inics valors diferents que pot obtenir sbén 0.91,02,,.,,
6 , 1 que totes les permutacions del grup, o bé& deixen inva-

~J
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riant les 6's, o b& les permuten entre elles. Aleshores agafa

la guantitat

i

on o« &s una arrel primitiva p-&sima de la unitat. Utilitzant

el mateix racnament d'Abel que abans he descrit. Galois veu que
p

podra expressar la quantitat 6 en funcid del radical <A,

P R SR 2 P 1 - ka) «d ~t 2
gucliivusiLide a Jid FLOPUSLLCLO

d
o
o

LI IR B PR TP | i
adjuncioc 4a aguesct raaicas, CoOm

&)
[

1V, redueix el grup de l'equacid subgrup que deixa invariant

0. Galois acaba dient

"Adjunteu a l'equacid el radical en qliestid; ara podrem
raonar sobre el nou grup com sobre el precedent, i cal-
drd que es descompongui de la manera indicada; i aixi suc
cessivament fins a un cert grup que només contindri una
61}.
Jordan, a partir d'aquest resultat va assolir els concep
tes de successis i de factors de composicid d'un grup, i el va
reenuncilar dient gue una equacid és resoluble per radicals si i

Eg . + A —- I P
nome els seus factors de CcompoOsicilO sOn

10T si
Diguem, finalment, que la Memdria de Galois conté& 3 Propo
sicions més dedicades al cas particular de les equacions de grau
primer. El que Galoils arriba a demostrar aplicant el seu criteri

de resolubilitat &s, primer, gue una condicid necessdria i sufi-

~
s}



cals &8s que el seu grup no contingui sind permutacions

1]
Il
T ——

de la forma s(k} ak + b, a i b constants. Per mitjd d'aixd,
demostra que es condicid necessdria i suficient que totes les

arrels de l'equacid es puguin expressar racionalment en funcid

Qu
(0]
[o)

ues arrels qualssevol.

4. L'informe de Poisson

Es fificil d'entendre gque un home de la competéncia mate

cil de llegir. Aixd no obstant, les paraules de Poisson ens per
meten reconstruir un context en el gue es fa més comprensible

el fracds de Galois,

n
—
-
wn
—
e

L'informe acaba amb aguestes frase

n T : O : 1 PO R
Sigui com sigui, nosal sfor—

@]
t
n
[
—
n
]

¢cos per comprendre la demostracid del Sr. Galois. El seus

raonamentes ni sén prou clars ni estan prou desenvolupats
pergué haguem pogut jutjar llur exactitud, i no estem en

disposicid de donar-ne una idea en aquest Informe. L'au-
tor anuncia que la proposicid que é&s l'objecte especial

de la seva MemOria &s una part d'una teoria general sus-
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!
ceptible de moltes altres aplicacions. Succeeix sovint

que les diferents parts d'una teoria, aclarint-se mitua-
ment, son més ficils de copsar en llur conjunt que allla
dament. Hau n r
cat enterament el seu treball per formar-nos una opinid
definitiva; perd en l'estat que ara é&s la part que ha

sotmés a 1l'Acadé&mia, no podem proposar-vos que hi doneu

la vostra aprovacid”.

La falta de desenvolupament de les idees de Galois que

R el R -T- L T
(=R LI L A R T Ui <

2
M

a
va que una insuficiéncia real. Em penso gque un factor clau per
valorar un resultat en Matemdtiques &s moltes vegades la seva

utilitat, la seva capacitat per a ser aplicat, entenent aplicat

en un sentit molt ampli. La importéncia del criteri d'utilitat,

almenys en el cas de Poisson, gueda explicitat en el segiient pa
rraf del mateix informe on es giliestionen el sentit i la finali-
tat de les aportacions de Galois:

"En tot cas, cal remarcar que [ La Memdria]l no conté pas,

com el titol de la Memdria ho prometia, la condicid de resolubi-
litat de les equacions per radicals doncs, admetent com a certa
la proposicid del Sr. Galois, no haurien avencgat gaire per saber

ner rad
pexY rac

[oh)

a1 1M aMmia
Si una egua

e
cals, ja gue caldria, en primer lloc, assegurar que l'equacid es
reduible, i, després, que una de les arrels es pot expressar en

funcid racional de dues altres. La condicid de resolubilitat, si
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existeix, hauria de tenir un cardcter exterior que es po
gués verificar per 1'inspeccib dels coeficients d'una
equacidé donada, © com a molt resolent altres equacions

1ma ol de 1
e1i Ge 4L

L] m fe
Jque

A o~
G& grau menys eleva

b

Sembla clar que Poisson continua pensant en la resolubi-

litat per radicals d'una forma antiga; es a dir, d'una forma

~

molt lligada als radicals com a métode efectiu de cdlcul de les

n
[
Q
0
=}
W]

s .
r3cticament,

o~ g o4 -~
solucions. Si no com a métede

m&tode en principi practicable i gue arriba a donar, en concret,
1'expressié de les arrels com a combinacid explicita de radicals

"
(tal com ho fan els mdtodes de resolucid de les equacions de 37

t

i 47 grau).

El que &s interessant &s que Galois ja ho sabia aixd, ja
s'havia plantejat aquesta objeccid i havia explicat el que hi
havia de nou en el seu enfocament. Al respecte, Galois havia es-

~

i+
el A

.
.

"Donada una equaci® algebraica amb coeficients qualssevol,

numdrics o literals, reconéixer si les arrels poden expre-

]

- o 2 = P N T = —— e~ = 3 L]
estid de la que oferim una s

(¢]

sar-se per radicals é&s la gt

Ara b&, si em doneu una eguacid que haureu escollit
lliurement i desitgeu saber si &s o no resoluble per radi

cals, jo no podré fer-hi res més que indicar-vos el mitja

de respondre a la vostra giliestid sense voler encarregar

n mi ni 1gi el fer-ho

i oA
ni amini an

03}
[y



son impracticables.

Semblard després d'aixd® que no es pot treure cap

eria aixi, en efecte, si el problema es presentés
ordindriament des d'agquest punt de vista. Perd gairebé
sempre, en les aplicacions de 1'Andlisi Algebraica, es
ve a parar a equacions de les guals es coneixen per enda
vant totes les propietats: propietats per mitjad de les
quals sempre serd facil respondre a la gliestid amb les

.

regles gqua anem a exposar. (...)

taré com exemple les eguacions gque deonen la divi
si6é de les funcions el.liptigques i que el cé&lebre Abel
ha resolt. Certament, no es pas a partir de llur forma

numérica que ho ha conseguit". (16).

n
0}
3
o
}_J
[
0
’_J
W
at

gebra, gue eren, essencialn
tiques mencionades per Galois, ell, com Abel i alguns pocs més,
va arribar a veure gue el problema de la resclubilitat per radi
cals no era interessant des del punt de vista estrictament nume
ric lligat a la resolucid d'equacions concretes. Que podia ser
ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ L
families d'equacions de les quals la informacid gue hom disposa
va ja no eren els coeficients, sind, directament, relacions fun

cionals entre les arrels, etc. Aquests problemes matemdtics

nous en els que les equacions jugaven un paper nou van aparéi-

82



xer de manera oficial amb Jacobi 1'any 1830. Poc després, tot
aixd va trobar un camp amplissim d'aplicacid en el desenvolupa

rlem de coses gue

<
0]
-
0
ul
o

van passar a comengaments del an
Em penso que es per aixd, per l'anacronisme dels seus

criteris de valoracid, que Poisson no va poder apreciar el tre-
ball de Galois. En qualsevol cas, que el problema mencionat ha-
via de ser una dificultat real en el segle passat gueda corrobo
rat per unes paraules de Jordan, de l'any 1867, que insisteixen
scbre el ma

"Cal reconéixer que aquest criteri, satisfactori des

del punt de vista tedric, conduiria generalment a cilculs

impracticables en la seva aplicacid; perd hi ha equacions

tan donats immediatament i es determinen amb molita menys

o]
T

11

facilitat gue el propi g
D'altra banda, el métode citat té& un avantatge bas-
tant més considerable que una aplicacid més o menys fa-
cil a tal o tal equacid numérica, &s el de permetre enu-
merat i classificar  inmediatament, per cada grau donat,
els diversos tipus generals d'equacions resolubles per
radicals, i de determinar per cadascun d'ells el nombre

i el grau de les extraccions d'arrels a efectuar per re-

soldre'l”. (17).
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Que Jordan trobé&s interessant d'incloure aguest comenta-
ri en una carta a Liouville permet entendre que per la mentali-
tat de l'&poca no havia de ser f3cil adonar-se'n de la revolu-
ci6 metodoldgica que es produia dins de 1'Algebra.

Em = penso que podem concloure, doncs, que Galeocis es va
veure perjudicat per ser doblement revolucionari: per ser-ho
de vida i obra. Molts autors han subratllat la importincia que
podien tenir els factors politics i ideoldgics en els fracassos
académics de Galois. Per dir-ho amb les paraules d'un il.lustre

historiador de la ciéncia, R. Taton,

Cu

3 Nrrtiii o ~ATmITOT P e T
Poisson, mondrquics convenguts, gent T

dre, no havien d'estar pas predisposats en favor d'aquell

jove que s'els apareixia com un agitador, com un esperit
subversiu en tots els camps; i potser cregueren trcbar-se
amb un d'aquests individus utdpics que cada dia pretenen

resoldre problemes dificils o impossibles". (18)

Es evident que no cal contraposar una explicacid sociold-

Galois hagué@s estat ben considerat per 1'establishement acaddmic,
possiblement el seu treball hagués estat avaluat amb més benevo
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tardar molt en trobar la seva definicid actual. Ja he mencionat
quina fou la definicid de Jordan de grup de permutacions. Arthur
Cayley (1821-1895), abans, havia donat una definicid mé&s general
de grup {4t que va aplicar a rius i a guaternions, perd

agquest fou un treball que va passar desapercebut fins a 1'4ltim
quart del segle 19 i que no va influir en el desenvolupament de
la Teoria de Galois (19). Segons Dieudonné, la primera defini-

cibd acceptable, des del punt de vista contemporani, de grup abs-

cada l'any 1899. (20)
No vull acabar sense dir en veu alta una pregunta que jo

unt no es

o))

rista d'aguesta histdria. Fins a

=
1]

em faico a
em raig a

falseja la realitat quan es diu, com ho ha dit Bourbaki i com ho
han repetit molts d'altres, gue la funcid essencial d'una estruc
tura algebraica com la de grup es la d'expressar sintéticament,

de forma conceptualament econdmica, les propietats comunes.a

[0 0]
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