LES MATEMATIQUES I LES
ESCALES MUSICALS

Joan Girbau

Per qué l'escala musical -la del teclat del piano, per
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La rad d'aquest fet cal cercar-1 els grecs, i concretament
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en Pitdgoras.
L'objecte d'aquest article és presentar la teoria pitagd
rica de les escales musicals des d'un punt de vista axiomdtic.

A més d'aixd, s'obtenen resultats nous que posen en relleu la
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iguesa armonicada 4 4dltres possipile escdales e simpies (iies
egcaleg cromitiagues tamneradecs de cinc i set notecs) Tamhd acg
escales romatigues, temperades Qe C¢inc 1 set netes) . amdbe es

demostra que per a superar, des de la vessant de l'harmonia,
1l'escala usual cromdtica -la del teclat del piano- caldrien 29
notes com a minim en cada octava.

Sovint farem al.lusions a l'escala usual sense haver-la
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identificarem un
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la seva fregliéncia, de manera que el conjunt de sons sera

(reals positius).
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ment, sense comparar-lo amb cap altre. El que si resulta més fa
cil &8s comparar sons 1 determinar la "dist3ncia" entre ells.

Qué significa distdncia entre dos sons? Encara que no ens hagin
definit mai aquest concepte, estem tips de sentir gque aquest in

terval musical &s més curt o més llarg que aquell altre. Siguin

Ups Uy, Ugy Uy quatre sons (g

fregiiénies). Suposem u; < u i u, <u,. Quan diem gue 1l'in-
= = 1 2 3 4 =

terval musical determinat pels dos primers sons é&s igual (o té

la mateixa longitud) que el determinat pels dos Gltims, el gque

en realitat volem dir &s que
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Quan diem que el primer interval é&s més curt que el se-
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Per a convéncer-nos que aquesta definicid s'ajusta a la

idea musical prévia que tenim d'aquests conceptes, podem fer el

seglient experiment. Prenem una

a corda de guitarra de longitud a
A a
7 ~N
. - PRSI subjecta pels dos extrems A i B.
A 4D c B . oo ean o
v rrenem punts C 10D  tal com 1ndai
a" ;
1 S ca el dibuix, perd de manera gue
‘\_____.———.(' ~ A W “ia 1
a’ les longituds a' de AC 1 a" de

AD compleixin a" (a')z/a. Pri
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mer fem vibrar AB. Emetrd un so de freqgiiéncia ug = K/a on

K &s una certa constant positiva. Posant el dit sobre C fem

vibrar AC. Emetrd un so de freqgilidncia u, = K/a'. Posant el

dit sobre D fem vibrar AD. Emetrd un so de freqiiéncia

u, = K/a". Si repetim aixd moltes vegades i comparem els sons,
ens semblard que l'interval musical format pels dos primers

E
cem D una mica cap a la dreta tindrem la sensacid que 1'dltim
interval musical é&s més curt que el primer.

Tot aixd ens suggereix la conveniéncia de definir distan

cia entre dos sons uys U, amb u, > u;, com el quocient
u?/c1. Si procedicissim aixi, perd, la distdncia entre un so
i ell mateix seria 1. Encara més, si vy < u, < uj, com que
T )
u, u, " u,
1 2 1

i u, -escrivim

es compliria que la distancia entre u a
~

1
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d(ul, u,)- seria el producte d(ul, u2) . d(u2, u3) (en comp-
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tes de la suma). Per a obtenir una distidncia, en el sentit ma-

temdtic d'aquest mot, no tindriem més que definir
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on k é&s una constant positiva que quedaria determinada per
1'eleccid de la unitat de mesura.

idea musical cue tenim de longitud d'intervals.
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§ 2 Qué és una escala musical

No sé& des de quan 1'home ha tendit a
na manera un so amb el de freqiiéncia doble,

de molt antic. Els grecs, no cal dir, ja ho

identificar d'algu-
pexrd suposo que des

feien. Si fem can-

una don freqlientment

sons, la dona, en realitat, va emetent sons de fregli€ncia doble

que els de l'home (canta uha 82 més alta).

Definirem una escala musical com un subconjunt E del

+
conjunt de fergiiéncies (&s a dir, de 1R ) subjecte a complir

les seglients propietats:

Al) Existeix una bijecci& £ entre el conjunt Z dels
enters i E gque conserva l'ordre. Es a dir, si i < 3, £(i) <
< £(3).

A2) Si U € E, també@ sdn de E 2u i u/2.

La propietat Al tradueix el fet gue una escala é&s ili-

mitada cap amunt i cap avall. Per exemple, l'escala tradicional

-

es

do, re, mi, fa, sol, la, si, do, re....

si,

La propietat A2 diu que una escala conté una nota,

si
i C = - : i -a 3 - . a -
també conté la mateixa nota una 8 més alta i1 una 8 més

aixa.

Fins ara parlavem de sons.

.
a4

nar-nos-en, hem utilitzat el mot nota. Si €s una escala mu-

sical, anomenarem nota tot element de E.

8i E &8s una escala musical, podem definir una relacid

d'equivaléncia a E (que designarem per =) dient que u i v
5 - o c e s -4 ; .
de E sbn equivalent si u= 2% amb g enter.
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Proposicid El1 conjunt quocient E/= &s un conjunt fi-
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Demostracid Sigui Ul un element qualsevol de E. En-
tre u, i Zul hi haurd un nombre finit d'elements de E ja
gue en cas contrari no es compliria Al. Siguin ool
agquests element. Qualsevol u € E &s equivalent a una de les

notes Up..eu . En efecte, sigui k el menor enter tal que

P

Llavors 2K u < Zul, perqué si no, tindriem 2ul < 2ku, és a

1- .1
dir, u. < 2 + o, i k 0 gseria 21 menor enter ocue comnleiyw
d 1 u, i ¢ no seria el men or enter gque compleix

\ , - Sk - k =
(*). Per tant, resumint, ul s 2u < 2u1. Llavors 2" u haura

de ser una de les notes wu;...u, i la proposicid gueda demos-

<

trada.
A les notes d'una escala se les hi assigna usualment un

nom, de manera gue dues notes equivalents porten el mateix nom.

-

Usualment es fa l'akuc Re 11eﬂ”"5+"° ~1e rAancdiodkaiv a AanAamd =
S - A A 4 \juu \—3C \.iuo /LA D Lo Lo an L= AT LIV
nar "notes" també els elements de E/=. Quan diem que 1l'escala

musical usual té set notes, ens referim als elements de E/=.
Quan diem, en canvi, que l'escala té infinites notes, ...si,
do, re, mi, fa, sol, la, si, do, re... ens referim amb la parau

la nota als elements de E.
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(que &s una octava més baix) é&s conegut per doz, etc. Segons

aquesta convencid l'escala usual és

No cal dir que en aquest sistema de denominacidé de les notes
s'utilitzen també& Idexs negatius. Incomprensiblement, perd, no

s'utilitza el subindex o, &s a dir,

---la_q, si_q. dol, rey«eoeen.

Encara que l'escala usual té 7 notes, hi ha hagut pobles

atama mneae
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bre de notes. A priori es poden concebre escales de gualsevol

nombre de notes.

§ 3 Escales equivalents

Les notes de l'escala usual es poden definir correctament

[ = QORI 1) SRR S ~
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practicament un instrument s'utilitza un diapasd, que ddna amb
molta exactitud el la,, i a partir d'aquesta nota s'afinen
totes les altres. El primer diapasd que es va utilitzar a 1'59@

ra de Paris el 1699 donava una nota de fregiiéncia 404 vibracions



. . s
per se Durant el segle XVIII va haver-hi grans diferéncies

de criteri a l'hora d'afinar els instruments i es va tendir a

anar elevant la freqiiéncia del 1la,. El 1879 una comissid in-
ternacional es va reunir per a fixar un criteri finic per a 1l'a-
finacid del '.la3 i es va acordar establir la seva freqliéncia

en 435 vibracions per segon. No obstant, el 1939, un altre

la en 440 vibracions. Durant alguns anys van anar convivint les
435 vibracions amb les 440, encara que filitmament aguesta Glti-
ma fregii@ncia s'ha imposat definitivament.

He explicat aquesta histdria del 1a3 per a poder fer

la seglient reflexid. Per a nosaltres, una escala &s un subcon-
+
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nostra definicid, totes les escales basades en les diferents fre
glidncies del la3 sdn escales diferents. No obstant, un misic

tendiria a dir que es tracta de la mateixa escala que al llarg

Per +al 4
rery tal G
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els se
ta manera de pensar, anem a definir una relacid d'eqguivaléncia
entre escales, que faci equivalents una escala i la que s'obté
d'aquesta, apujant per igual el to de totes les notes.

Dues escales E 1 E' direm que sdn equivalents si
' = K.E, on K.E sig

o m ~an ol
< AR yuc o

Observem que si 4y, u, € E, segons la definicid de

distdncia donada a §1, d(u1,u7) = d(ku1,ku,). Per tant, dues

escales equivalents mantenen les mateixes distdncies entre to-

tes les notes.
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D'ara endavant, sovint utilitzarem la paraula escala per
a designar una classe d'equivaléncia d'escales, encara que aixd

representi un abfis de llenguatge.

vl i A2 sbn im
infinitat d'escales diferents (de classes d'equivalé&ncia d'esca
les). Podem pensar en escales d'una sola nota, de dues, de tres

..., de n notes. I encara, dins de les escales possibles de

n notes, n'hi ha una infinitat segons la relacid de distancies
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entre les notes. Hauriem dfafegir als axiomes Al i A a
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cis 4
A3) (Axioma de Pit3goras). Si u € E, 3u també ho és.

Per qué &s natural i raonable demanar que una escala E

compleixi A3?

Sabem que tot so de freqliéncia u es descompon segons

la teoria de Fourier en sons sinusoidals de freqgiiéncies u, 2u,

3u, 4u..., d'amplituds cada vegada més petites. El so sinusoi-
dal de freqgiidncia u es diu so fonamental i els de freqglién-

R —— T e Avn v~

cia 2u, 3u... es diuen harmdnics del =so fonamental. Fixem-nos

que si W€ E, 2uidu s6bnde E en virtud de A2. L'axioma
A3, si 1'acceptéssim i 1l'incorporésim a la definicid d'escala,

ens garantiria gque 3u f6s també& de E, amb la qual cosa cada
nota de l'escala tindria els seus primers harmdnics dintre l'es
cala (2u, 3u, 4u € E).

Un altre axioma una mica més fort, que potser també se-

ria 1dgic exigir, seria el seglent:
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u € E, la mateixa nota una octava superior fb6s de E, sind

que també& la de l'octava inferior ho f6s. A A3 exigim que si

s també d'una altra nota v

)

homogénia l'escala, gque u proced

w
b
.
]
Ch
[0y
4]
(1]
'_.J
Q
c
(0]
Qs
o
=
[+
!
[
1
W

per multiplicacid per

Pitdgoras no coneixia la teoria dels harmdnics, perd se-
gurament s'hauria adonat que si tenia dues cordes subjectes pels
extrems,de manera que una d'elles f6s el triple de llarga que
1'altra, si r la més gran, la més cur
vibrar lleugerament.

Ara que ja us tenia mig convenguts de la conveniéncia
d'afegir A3 a la definicid d'escala -i potser A4 i tot-

agafeu una mica d'aire abans de

tenir un petit ensurt.

Demostracid.- Anem a veure que si E &s un subconjunt
+ .
de 1R que compleix A2 i A3, no pot complir Al.
Per a cada enter positiu g, denominem k(g) el més

gran enter positiu tal que 2k(q) < 39, Be com

Sigui wu € E. Tindrem
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A2 i A3. T aixd passard per a cada enter positiu g. Ara bé ,

si g # q',
]
3 ) 3
k - k(g'
K@ 7 k(gD
L} ]
4a cnae 2D ")k(ﬂ ) £ Ok(q) ’lq Advd immlica e entre 1 i 217 hi ha infi-
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nites notes de l'escala, una per a cada g. Per tant Al no
es pot complir i el teorema gqueda demostrat.

Qué farem ara? Tan naturals com semblaven A3 i A4!

El que farem d'ara endavant &s construir escales que, en

cara que no compleixin A3, almenys en mantinguin 1l'esperit.

§ 5 Escales pitagbriques. L'escala de les set notes o

escala natural.

Donades n freqiiéncies u ceeuy designarem per

[

11 11 Ta minima eccala oune loe contd &de a dir 1 con-
~ ul .--u.n -~ +a fladadnia Colasa Jute aces CLOALTE, &5 a Gal,Ta U
g
junt {27%u.,, g enter, i = 1l...n}.

Donada una escala E anomenarem norma de E la maxima

dist3ncia entre dues notes consecutives de E.

Definicid d'escala pitagdrica. Donada una fregiiéncia u

i un nlmero positiu A menor que la distancia dfu,2u), direm

e T B i mammlm Ao B o o aAa A s 3 A\ i Zo
que E &s una escala pitagdrica (associaaa a u 1 Aj) si és

de l1la forma B = <u., 3u,. 3% > on a &8s el primer enter
de la forma K ~u, 3, ...; 3" on g é&s el primer enter

positiu per al gual la norma de <u,3u...3%u> &s menor o igual

que A.

L'eleccid de u no té importdncia, ja que si es parteix

de u' per comptes de u, s'arriba a una escala equivalent.

S
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Si només estem interessats en classes d'equivaléncia d'escales,

ermina l'escala. A ens diu el grau d'espes-
sor que volem que tingui l'escala: la mdxima separacid que pe
meten entre notes. Anem a veure com podem fer eleccions "natu-

rals" de A.

Partim de l'escala pitagdrica de 3 notes <u, 3u, 9u>.

o P ST, U Y [ 1 T SR NI < 1 a ot ]
Com gue hem suposat u = 1, aquesta escalia sera <1,3,5-. El
renregsentant de 3 a l1l'interval 11.21 (8g a dir. 1'inica nota
representant de 3 a l'interval |1,2) (és a dir, 1'Gnica nota

equivalent a 3 per en aquest interval) serda 3/2. I el
representant de 9 en aquest interval serd 9/8. L'escala se-

ra doncs

e 1 <9/8 < 3/2<2 ...

on els punts suspensius indiquen que es repeteixen les notes
aqui escrites multiplicades o dividides successivament per 2.

-
c+3n
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Nal e~ 4
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culen les d
questa escala.

d(l, 9/8) = k log(9/8), on k é&s la constant que hem utilit-
zat en la definicid de disténcia. d(9/8, 3/2) = k log (4/3) =

= d(3/2, 2). Per a comparar aquestes distdncies prenem per uni
tat de distancies la més petita, d{(l, 9/8), la qual cosa pres

v -1 .

nnnnnnn [y N - PP Ja— PN 7/ [ K3 - -
suposa prendre k = (log (9/8})) ~. Llavors tindrem:

il
b~

da(1, 9/8)

a(9/8, 3/2) d(3/2, 2) = 2.442...

d(1,2) = 5.884...

L
(0%



O

L'eleccid de A e
tinguem una escala més o0 menys espessa. L'escala tradicional

de 7 notes, que anomenarem escala natural, perqué aixi es coneix
entre els misics, sortirid a l'elegir A = d4(1, 9/8) = (amb 1la
nostra eleccid d'unitat de distadncies) = 1. Aix3 equival a no
permetre separacions més grans que 1 entre dues notes (Tin-
gui's present gque amb aquestes unitats una octava té& longitud

5.884...).

P

s 2.44... > 1, 1l'escala

©
\
o

. . = 3 .
gue construim contrindra 3. Numerem, per comoditat, les no-

. tes que hem anat adjuntant. Diem n, =1, n, =3, n, = 37,
3 .
n, = 3. Representem aguests notes a l'interval {nl, 2nl].
Llurs representants en aquest interval seran n, = 1, n, = 3/2,
-2 ,.3 o 5 23,4 . et s iz .
ny, = 3°/2° = 9/8, n, = 37/2° = 27/16. L'ordenacid d'aquests
nGmeros &s n, <n, <n, <n, < 2n i les relacions successive
1 3 2 4 1
entre agquests nfimeros (que necessitem per a calcular les distan

cies), n,/n,, n,/n,, n,/n,, 2n,/n seran respectivament 9/8,

A
2 L 4 2 3 < L e 3

4/3, 9/8, 32/27. Com gque 4/3 é&s el mé&s gran d'aquests quo-

cients, la norma d'aquesta escala &s (log(4/3))/log(9/8) > 1.

Per tant, hem de continuar el procés i adjuntar ng = 3°. E1
N . 5 . _ T 1 | . ~_ 1 = '\4 /'\6 — Q1 S
representant de n5 da 1 1ntervad L nl, 41111 es S /<2 = oL/04
L'Gvﬂnnaniﬂ AV evinactbana nAatoce Aa n <n <n <n <n <9%n T.ec
4L UTliiAw LW A aquca\_\:a AT O feye] ;Al 11.3 L&5 512 AA4 ‘_.llli AT D
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relacions successives entre aquests niimeros sén 9/8, 9/8, 32/27,

9/8, 32/27. Com que 32/27 = l.Egg > 1.125 = 9/8, 1la norma de
< 1;3;32i33,34 > &8s (log(32/27))/leg(9/8) > 1. DPer tant hem de
continuar el procés i adjuntar ng = 35. El representant de ng
a [nl, 2n2] és 35/27 = 243/128, que estd entre n, i 2nl.
Tindrem doncs nl'< n, < ng < n, < n, < ng < 2n1. Les relacions

successives entre aquests nGmeros sdén 9/8, 9/8, 32/27, 9/8,

9/8, 256/243. La norma continua essent doncs la mateixa d'abans.

. 6 .
Hem d'adjuntar donc n, = 37. El representant de n, a {11,2ﬁ1}
2 6 s s : .
és 3 /29 = 729/512, que estd situat entre n5 i n2. Tindrem

doncs n, < n, < ng < n, < n, < n, < ng < 2nl. Les relacions

iV aralatelok Rt laNol A de s e e e~ O R P~ Py ~ A /0 a /o0 0 /0 YNBSS AD
SucCessives enctre aguests numero sSOon /0, 2/0, J3/0, £420/c245,
9/8, 9/8, 256/243. Com que 9/8 > 256/243, la norma d'agquesta

escala és (log(9/8))/log(9/8) = 1. Hem de parar doncs el pro-

cés. Com que

{log(256/243))/1log(9/8) = 0.44247...

aproximadament:

1,1, 1, 0.44, 1, 1, 0.44

Si el nGmero 0,44242... que ens ha sortit hagués estat exacta

| R . a1 L
‘esCdala ael piano

nt 0.5 aguesta escala seria equivalent a 1

ner
amb nl = fa, n3 = gol, ng = 1a, n7 = gi, n2 = do, n4 = re,
n, = mi:

6
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ee. mi, fa, sol, la, si, do, re, mi, fa...

" " " " " " "

nl n3 n5 N~ n2 n4 n6

Perd fi Yem=nos oJue an 'sarala aue ane ha coar+itr 2 noecaltvreo, i
SelQ L LiaelimlilOos Yut Sl 4 Coldaia JUT Tiio iia 2Ll it a 0541 tICSy 4
que anomenarem "escala pitagdrica natural®", d(mi, fa)=d(si,do)=

= 0.443 d(do,re), mentre que en l'escala usual del piano

d{mi, fa) = d(si, do) = 0.5 d{do,re).

8 g Farmala mita~rlricsn ~ram3bd~n
S v L ok ] )EJ- l—aﬂu.}- L wiviliaoaissQa
Recordem gque l'escala pitagdrica natural era 1l'escala pitagorica associa

da al nGmero A = d(u, (9/8)u), distancia que hem pres com a unitat, &s a
dir, A = 1. Quina escala pitagdrica ens sortiria si prengués-
sim: A <1, perd molt prdxim a 1? Veurem que ens sortiria

una escala de 12 notes que anomenarem escala pitagdrica croma-

12 Tham o wn s n n (4% sY [T, Ry £ n B SR T .
LLCd. rrenci A = U.J7, PEIL eXClplic. (A pOsSLEerlilorl veurei que
ens sortiria la mateixa escala per a tot 2 tal que

0.56 <A < 1). Recordem que jateniem l'escala <1,3,..., 3>,

les notes de la qual haviem designat per n Com gue la

l...n7.

-
accala as 1 ara he A = 0
escasia e85 < ara ne A v

3

nrao
M

w0

Q0 he
22 e

’ ii

3

i dea
1 ae

e

u

-

- a

~J

. El representant de

n, a l'interval [n,, 2n,] é&s 37/2 1. 2187/2048, que esta

continuar el procés i adjuntar ng =

- W

Tenim doncs:



El més gran d'aguests nlimeros &s 9/8. ©La norma d'aguesta esca
la és doncs 1. Com gque A = 0.99, hem de continuar el procés i

2n és
1’ l]
.8 ,,12 P L . . o .
37 /2 = 6501/4096, que estd entre n, i n,. Tenim doncs:

Q
adjuntar ng = 3”. El representant de n, a [n

Les relacions successives entre aquests nlimeros sén:

2187/2048, 256/243, 9/8, 9/8, 256/243, 2187/2048,

NI AT o/0 N oot AQ
L2/ Lqd0, J/0, LO2VO/L45.
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La norma d'aquesta escala continua essent 1. Cal doncs adjun-

9 -
tar n = 37. El representant de n a n 2n és
10 p 10 [ny, 2n,]
‘)9/’)'1'4 = 10£07 /1£7204 v AR Anban " 4 - N o3 ~e11 o
4 /L L IJIVOI/ LOUIOT,y Liuc cocouwva CliLL T 113 e 115- \J DJ..\JuJ..

Les relacions successives entre aquests nlimeros son:

N1 AT IONAG N IDAD RN el YaW. e o I AN o /0 LY - VY Ee)
LLO//LVUGC, LOO/ 4490, L1O07/4U40, LoD/ L4945, I2/0, £LI20/4L40
2187/2048, 256/2423 Q/8 256 /2423
LT i/ aVa0y L2042y J/Cy 420/ 453.
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La norma continua essent 1. Cal adjuntar n,= 37" .

El representant de n;; a l'interval [nl, 2nl] €s

1N 1e
377/277 = 59049/32768, que estd situat entre n, i ng. Tenim
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doncs:

<n. <
nl<n8 n n, . <n

3 10 5 <n,<n, <n, <n, < nl£<n6‘<2nl

7 2 9 4

Les relacions succesives sdn:

N1 Q7 /0N A NEL AN NI Q" /N A L =AW Bl n /o LN - A W e )
«1l0//4Vb%0, <Lo0/445, <216/ /4U40, ZOb/l45, 9/8, 2156/243,
2187/2048. 256/243, 2187/2048 256/243 256 /243
87/2048, 256/243, 2187/2048, 256/243, 256/243.
. . I1
La norma continua essent 1. Cal adjuntar njy = 377 . El re-

presentant de n;, a [nl,an] és 3LL/2l/ = 177147/131072,
gque esta situat entre ng i n,.

Tenim:

< “n..<n. <
Ny, <n; <n, <ng <n, <n;;< ng<2n,;

2187/2048, 256/243, 2187/2048, 256/243, 2187/2048,
256/243, 256/243, 2187/2048, 256/243, 2187/2048,

256/243, 256/243.
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u4as -~ 226/ 344, l1la norma 4a aguesta escala es

3]

/I

o
~J

¥
EX

N

Com que

/
/

o

{218 0
\&a O v

Ut
>
w

3
7

~~

1Aer 1og (0/8)Y = 10
Uy LY \27 S 1%

el procés. Les disténcies succesives entre aguestes notes seran

aproximadament:

0.56, 0.44, 0.56, 0.44, 0.56, 0.44, 0.44, 0.56, 0.44,
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Fixem-nos en la distribucid d'aquestes 12 notes. ng estd una mi
ca per sobre de n;; a una dist8ncia de 0.56. Designem ng

per n, # - g estd per sobre de n,, a una distdncia de 0.56.

Designem n, per n, # . Procedint aixi obtindrem:

n, =n. #
8 1
n, = n., #

PA
nj, = N #
ny, = n, #
n =n_ #

n 5 seria ng # , perd ja no tenim n,; a la nostra escala.

El signe # es denomina sostingut i la nota n # es denomina

sostingut de n. Els sostinguts pitagdrics apujen una nota en

una distancia de 0,56 aproximadament (exactament 0.5575254...).
Queda clar que el mi # i el si # (que serien ng # i "7#)

sbdn sons que no formen part de l'escala. Ara b&, el mi # se-

ria un so situat una mica per sobre del fa, ja que el

d(mi, fa) = 0.44 i d(mi, mi #) = 0.56. Dos sons situats a
una distdncia de 0.56 - 0.44 es diu que estan separats per un
coma pitagdric. Es el cas del fa i mi # o bé& del do i si #.

§ 7 Tornem a l'axioma A4

Recordem gque al comencament de § 4 l'axioma A3 ens
semblava natural, perd també& ens semblava natural A4, que'era

més fort que A3. No obstant, com gque hem demostrat gue A3 era
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. 1 aixd ens ha conduit a la definicid d'escala pitagd-
rica de la forma <u, 3u, ... 3% >, Perd, per un procediment
andleg, no podriem tractar de mantenir l'esperit de A4?. No

2 2
podriem adjuntar a u successivament 3u, u/3, 3“u, u/3°... i

aturar el procés quan tinguésim una norma prou petita? Deixo al

hem trobat.

§ 8 L'escala temperada

Si modifiquem l'escala pitagdrica cromdtica de 12 notes imposant que

ncies entre dues notes successives aJ.gu..Lu .L/L, Per \,"“r‘_uate 1-
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les
ternincia 0.44, 0.56 que hem trobat, cobtindrem una escala que ancmenarem esca
la cromidtica temperada de 12 notes. Si a l'escala pitagdrica

de 7 notes de § 5, que allid haviem denominat escala pitagdrica

natural, imposem que d{si, do) = d{mi, fa) = (1/2‘ d{dc, re) =
= (1/12) d(u, 2u), per comptes de d(si, do) = 0.44 d(do, re),

obtenim una escala que anomenarem escala temperada natural.

Prenem una freqiidncia deteminada u. Consederem les 12

notes seglients:

i les que s'obtenen d'aquestes multiplicant i dividint successi

vament per 2. Obviament els quocients entre dues notes succes
) =+

sives valen sempre 214, Per tant estaran totes a la mateixa

distdncia. Constituiran doncs l'escala cromitica temperada de

N
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tural pitagdrica i l'escala temperada, calculem les fregiiéncies,
en les dues escales, do3, re,, mi3, fa3, sol3, la3, si3,
partint de la convencid que la freqgiiéncia de la3 sigui 440

vibracions per segon en les dues escales. Comencem per les fre-

e .

~~~~~~~~~ A
L~

do3 - 9/8 - re; - 9/8 - mi3 - 256/243 - fa3 - 9/8 -
- sol3 - 9/8 - la3 - 9/8 - sijz..
Per tant:
la _ la3 sol3 fa3 mi 5 re, _
do, sol, " fa *mi, * re, ° do,
3 3 3 3
9 9 256 9 9 _2%.3% 27
T8 "8 243 "8 "8 125 16
4 -
Per tant do3 = (16/27) la3 = 260.74. Andlogament re3==(2/3)la3-—
= 293.33; mi, = (3/4)1la_ = 330; fa, = (64/81)la_, = 347.65;
3 4 3 3 FETITT3

sol, = (8/9)1la, = 391.11; si, = (9/8)la, = 495.
3 2 9 2

A l'escala temperada les relacions successives de fregiién

cia sbén:
2 2 s 2
do, - 232 - re, - 212 - mi, - 212 | ga - 012 sol,
2 2
- 2Tj - 1a3 - 2_1—i - si3
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la 2+2+1+2+2 9
._.__3. = 2 12 = ')12
35 = 2 = 2
3
-2 -
12 = 12
Per tant do3 = 2 : la3 = 261.63. Andlogament re; = 2 la3 =
5 4
= 293.66; miy = 2 ~° la; = 329.63; fa; = 2~ lay = 349.23;
2 3 5 3 3
_ ., 12 _ L oas _ o12 _
sol3 = 2 1a3 = 392.00; siy = 2 la3 = 493.88.

§ 9 L'escala

cromdtica temperada des del punt de vista

axiomdtic. Possibles altres escales cromdtiques temperades: la

de 5 notes, la de 7 notes i la de 29 notes.

Una escala E direm que &s cromdtica i temperada (abreu

jadament, escala temperada) si a més de complir Al i A2 de 1la

AS) La distd3ncia entre dues notes consecutives &8s cons-

Si E é&s una escala temperada i u € E, 3u no sera
mai de E Jja que si existis un u tal que u € E i 3u € E,
és inmediat veure que aixd passaria per a tot u i es compliria
A3. Es immediat veure que si u € F, 1la minima disténcia entre

M

a
que no & de E) i una nota de

Aquesta minima distd@ncia (gue no &ep2r de u) serd anomenada

desviacid pitagdorica de E 1 designada per DP(E). DP(E) ens

mesura el grau de compliment de A3 per E. Quan DP{E) sigui
molt petit, encara que 3u no sigui de l'escala, estara tan

N
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Com es mesura DP(E)?

Sigui E  ~una escala crom3dtica temperada de n notes, gque sbn

Prenem ara per comoditat la unitat de distdncia de tal manera

que la distdncia entre u i 2u sigui log 2, la qual cosa supo-

\

sa prendre k = 1 en la formula que dbna la distdncia. La dis-
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de manera que les notes, atenent a les seves distéancies consecu

tives, estaran distribuides com els niimeros:
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El 0 representa la nota de freqiidncia u. El so de freqglien-
cia 3u (que no é&s de l'escala) vindrad representat per log 3.
Queda clar doncs que si prenem 1l'enter positiu m que fa mini-

ma la diferéncia

E—£§£—g - log 3 '

diferéncia seri DP(*n)’

Amb 1l'ajut d'una petita claculadora programable m'he en-

tretingut a calcular DP(E_ ) pels diferents n = 2,3,4,5..., 1

he obtingut els seglients valors:

o]
=]
d

2 ceeaas 0.0256

3 ceesen 0.0246
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4 cesens 0.0256
5 csese- 0.0045

0.024

Y

[e)}

7 ceeeen 0.0041

8 ceeann 0.0121

9 ceeeas 0.0089

10 e eonn 0.0045

i1 ceaeen 0.0119

12 ceenan 0.0005

13 ceeee 0.0092
etc.

I L1

Jeiem que per a n = 12 s'obté un valor de DP extraordindria
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B
cromdtica temperada de 12 notes (la usual del piano) és, entre

totes les de la llista anterior, la gue més aproximadament com-

pleix A3. Per a cada W &€ E12 encara gue 3u no sigui de

E12’ estd tan sorprenentment aprop d'una nota de E12 que, a

efectes practics, és com si E;, com
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Fixem—-nos per

el do de l'escala temperada tenia 261.63 vibracions. El

3 l'escala temperada teni
triple d'aquesta freqliéncia &s 784.89: Ara bé&, sol, = 2 sol,y=

= 784.00. L'error &s només de 0.89 vibracions per segon. Increl
blel.
Amb la calculadora vaig sequir calculant desviacions DP

per a n = 14, 15, 16,... amb l'esperanca de trobar un n per

al qual DP(E ) fbs més petit que DP(E,,). El primer n que
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compleix aixd &s n = 29, per al qual DP wval 0,00037. Aixi
doncs, l'escala temperada de 29 notes és la primera que millora
la usual de 12 notes en grau de compliment de A3, encara que

aguest millorament &s petitissim. Albert Castellet (£fill de Ma-
nuel Castellet), que va tenir ocasid de llegir el manuscrit pro

visional d'aguest article, va seqguir calculant desviacions DP

per a n = 30,31... fins a arribar a n = 15601. Vaig a resumir
els seus resultats. Per a n = 41, DP = (0.00012, sensiblement
inferior a DP(E29). Perod DP(E53) encara és molt millor, val
0.000017. Un resultat curibs &s el seglient: L'escala temperada
de 665 notes té un DP de 1l'ordre de 10 ’/. Per a millorar ai
x3, hi ha gue saltar ja a una escala de 15601 notes, per a la
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Si ens interessem per les escales (temperades i cormdti-

ques) de poques notes, repassant el quadre de valors anterior

A3 sdn de 5 i 7

il

le

n

constatem que les gue millor

notes (Dividir l'octava en cinc parts iguals, o bé en set parts

2 e =T Y
i1guals) .

Seria apassionant fabricar un instrument amb aquestes

escales 1 tractar de fer-hi miisica. Seria una misica més
simple, mes primitiva amb gran capacitat, vero,
d'acords (per complir A3 aproximadament).

§ 10. Escales amb origen: les diverses escales gregues
i la nostra escala menor.

Malgrat gue tota escala, per definicid, &s indefinida

cap amunt i cap avall (isomorfa a ZZ), gquan ens demanen que di

guem l'escala natural, diem sempre: do, re, mi, fa, sol, 1la,
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si, do. No diem mai: re,

tant,

llongades indefinidament pels dos

les dues sbén exactament la

re. no ob

mi, fa, sol,; la, si,; do, I, E

mateixa si es consideren per-

cantons.

Sovint doncs, a més de donar el conjunt E de totes les

notes d'una escala, donem un origen de

Anomenarem escala

E &g una escala i [ul
fo)

de E per la relacid =

gliéncia doble.

E.
[, T I 'Y R B | IEr] F_. 11 P
alt QLr.iLgen tou pareld (L&, luO]) on
una classe d'equivaléncia de notes

que identifica una nota amb la de fre

Dues escales amb origen (E, [uo]) i (E', [ué]) direm
que sbn equivalents si existeix una constant positiva K tal
gque E' = K.E i {uO} = K. ué . Sovint ens preocuparem no-
més de classes d'equivalé&ncia d'escales amb origen.

Sigui E 1l'escala pitagdrica natural (la de 7 notes).
Els grecs utilitzaven la seglient terminologia:

L'escala (mi, E) era l'escala ddrica

" (la, E) " " hipoddrica
¥ (re, E) ® ' frigia

" (sol, E}) " " hipofrigia
" (do, E) " " lidia

" (fa, E) " " hipolidia
" {si, E) " " mixolidia

Observem en primer lloc
equivalents com escales

nar a leg cuals E =
K per a les guals E

transforma cada classe
L'escala hipoddri
d

2&
45

or

)

.

igen,

bt

v

sdn de
son de

[ ul

en ella mateixa.

ca &s la nostra escala menor. La hipoli-

ia é&s la que ens ha sortit a nosaltres de manera natural a



l'apartat 5, aplicant els axiomes. Recordem que alld anomendvem
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l'escala ddrica,; els afeccionats a la
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XXI OLIMPIADA MATEMATICA

Els dies 18 i 19 del passat mes de gener es va celebrar

e d A . - v o~ e _ v — - 1 s -— - .
nacional de la XXI Olimpiada Matemdtica. Foren seleccio
r participar a la fase estatal els seglients alumnes: Ri-

cardo Pérez Marco del Liceu Francés de Barcelona, Viceng Com-

panys Ferran del Col.legi Terraferma d'Alpicat i Josep R. Malla

fré i Torra del Col.legi Claret de Barcelona. A tots ells la

nostra

enhorabonal.
Transcrivim tot seguit els enunciats dels problemes que

- Lo = omemAn
roren proposats a caaa

Fase nacional:

l.- éQuins sbn els triangles que poden ser dividits per una rec

ta

2.~ La

en dos triangles semblants?

suma de dos nombres reals €s igual a la suma dels seus

quadrats.

a)
b)

y
J

Q

[o?

)
’

éQuins valors pot tenir aquesta suma?

{Quins valors pot tenir cadascun d‘aquests nombres?

PG PRy PP [ T R U - et wmoemamale e
¢Poden ser iguals aquests dos nombres?
Bugqueu el maxim de la diferd&ncia d'aguests dos nombres.

2 2 2

3.- Resolgueu l'equacid cos™x + cos™2x + cos"3x =1

4.- Demostreu que tot triangle pot subdividir-se en triangles

acutangles.

5.- Tres nombres diferents estan en progressid aritmética i els

seus quadrats estan en progressid geométrica. Calculeu la

({8
[4 2]



