INTEGRACIO EN TERMES DE FUNCIONS ELEMENTALS:

EL TEOREMA DE LIOUVILLE

Santiago Zarzuela Armengou

Universitat de Barcelona

El c3lcul de primitives de funcions en forma explicita
ha estat sempre un tema un xic esotéric en el sentit que fora
de técniques ben populars no &s gaire conegut el tractament sis

temdtic d'aguesta giliestib. Per exemple, &s ben sabut de tothom

s

gue no es pot trobar en forma explicita una primitiva de e /_,

2

X . . fox 2 ~
o e o sin x, , etc. (1 aixd és un fet acceptat), perd no

X
&s en canvi gens conegut que aquesta gliestid, és a dir, saber

quan la primitiva d'una funcid es pot trobar & no en forma ex-
PRI, B P 2 mrsns 200 A mam wmmm e Rand A Am a1 T
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el periode que va de L'any 1833 a £L'any 1838 i en els
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quals va demostrar el resultat del gual parlarem.

1.- Precedents histdrics.

Es desprén de la lectura dels treballs d'en Liouville

que l'esperit de 1'época vers aquest problema es pot resumir en,

)

contenin d'autres quantités exponentielles et radicales que celles qui sont
contenues dans cette fonction”, i que Laplace va enunciar en el seu
llibre Théorie analytique des probabilites. Encara que aquest.

principi es pot intuir a partir de l'experiéncia heuristica en
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el cilcul de primitives no havia estat demostrat enlloc, i va

en Liouville donar-ne una demostracid
També& Abel havia tractac gliestions semblants pocs anys

abans i, en particular, havia demostrat que si u = [y dx &s

algebraica en x i1 y &s també algebraica en x aleshores u

és una funcid racional de x i y. (Journal filir Mathematik, IV,
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al seu Teorema anem a fer una revisid cronoldgica dels diferents
treballs que realitzd en aquest camp. En tot moment utilitzarem,
aproximadament, la notacid i llenguatge del mateix Liouville.

En les dues primeres memdries, publicades una al darrera
de l'altra en el mateix volum del Journal de l'Ecole Polytecni-
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lonada una fun 11g
que verifica una equacid polindmica a coeficients reals) hi ha
un mé&tode per poder decidir quan la integral de y :[ydx é&s
també algebraica, i en cas afirmatiu que aquest mé&tode donés ja
directament la primitiva. Com es veu &s un problema restringit.

Per resoldre aquesta qliestid redemostra en primer lloc el resul

+n
[=X=%

ct
o)

n-1

2+...+ Ay ,

- Si [ydx és algebraica aleshores [ydx = a + By + vy
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sent B,y A fjuncions nacionals de x £ u el grau de y.

Ara, i a partir d'aquesta igualtat derivada recondueix el proble

ma de trobar els possibles «,B,7v, ... ,A al de trobar-los com

a solucions racionals d'un cert conjunt de equacions diferen-
(ca-

cials ordre a coeficients funcions racionails

-
un és el p

u
2l

i en un nombre

n
[0}
|.-J

finit passos pot trobar aquestes solucions racionals. (A més

a més, aquest métode el desenvolupa per equacions diferencials

lineals d'ordre qualsevol a coeficients racionals).

Es aixi com prova, per exemple, que les integrals el.lip

“

(o P : o2
Zd. €Es5peclie

1 - s
€ ld. 1

o
i_l

o]

ot

()]

0

el

I dx i (l—czxz)
/.2 2 2
A/ (1-x7) (1-c"x7)

dx

/
V(1-x2) (1-c%%2)

no sdn funcions algebraiques.
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refinacid d‘'aquest procediment é&s l'objectiu
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La tercera
funcions Jja té un
(1834) al Journal

ment quan la

integral d'una funcid algebraica

memdria de Liouville sobre la integracid de
objetiu més ampli. Publicada 1l'any seglient
de L'Ecole Politecnique ja no estudia sola-

és també algebrai

s - e U I T T U ~ wmmae Tt 2R 4 ;
ca sind quan &s possible expresar agquesta per mitja d'operacions
algebraicues, exponencials £ Logaritmiques a partin de Les funcions racionals

(8s a dir, quan la integral d'una funcid algebraica &s elemen-

tal). Es en aquest treball on demostra gue les integrals el.lip

tiques de la. i 2a. espécie no sbn elementals. Ara bé&: aixd no
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és el més important d’aquesta memdria. En el curs de les seves
demostracions troba les possibles formes gque haurien de tenir
les integrals elementals de les funcions algebraiques; el seu

propdsit final serd aleshores demostrar que qualsevol integral

Aaloamant+tal Alisrma Frarme~diAd alamardyal $#amlfl lha Ao sravri Fi~nv actiactaa
Clitilicllieadldl U uila dLudlvdlivw Corcliciiealr Laltive liada utc vol Ll ilval ayucoLes
£ P . rt . :
formes, propbsit que aconsegueix demostrar en el seu 4 i defi

nitiu treball i gue, en realitat, constitueix el gque s'anomena

Teorema de Liouville.

3.- El1 Teorema de Liouville.

- . Y PSSR T B 1 P i IR B NyfL 2. n? L PR 11 i o

Aguest trepall €5 iATuld MemoAe HWL ANALYTLUAALTNL une cca
sse de Aunctions thanscendentes" 1 va ser oublicat al Journal fir
e ae gunciions thanscenaenies 1 va ser publiicat al Journal Iur

Mathematik, Vol. 13, 1835 (93-118).
Anem doncs a veure l'enunciat d'aquest Teorema:
Sigui P = £(x, y, 2, ...,) una funcid algebraica de

X, VY, 2, -«. y oOn x &s la variable independent, i v, Z,...,

funcions tals que dy,,., d2,,.,... sOn funcions algebraiques
/ Ga / QA

A~ - <r > Al acahAAavao s

ac v Yr Sy e . n1IESNores.:

P

Teorema.- S{ La integhal [P dx ¢&s expressable en forma ginita en

guncid de %, Y, 24 oa- per mitfd de signes algebraics, exponencials
Domemmes # Dl mbnd 2 nvmimten At sl Ak e e fD A« — + L A T~ 17 L

A LUHWM”/LL/A, ULLEDNU/LEDS HEP/LE KD IUWLLL JPUS A cunt Jrr uUux =— U T [ A

+tRB loog v+ + ¢ log w amb A. R, ... C constants AL

+B log cee C log w, amb A, B, .. 5

t, U,V, ... s W funcions algebraiques de Xy Vi Zy eee o

Amés a més, si P, Ay, 4., AZ 4 s.-. 80n haclonals respecte
/ax 2

;S G

X, YV, Z, ... també passara el mateix amb £, u, v, ... , wW.

En primer lloc observem gue les funcions elementals veri

I T

fiquen la hipdtesi de l'enunciat i per tant el Teorema realment
Fe s inn T tamdmcanm]l Al Fanmn~d A aAlamantanl Aa alamantal Davr
dalu quen ld iltegrad O ull TUNCLO CLiCiClitdlL ©O CuicCliuCilids . ICTL



altra banda aquest respon perfectament al que s'anomena Princi-
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La demostracib del Teorema és llarga i complicada, enca-
ra que utilitza métodes senzills, 1 segons alguns autors respon
als coneixements que Liouville podia tenir del cdlcul de varia-
cions. La segona part, per altra banda, es realitza pel mateix
métode que Abel havia ja utilizat en el seu treball, i de fet

P eyt T A W3
L N

4.~ Aplicacions.

Com normalment passa amb aguest tipus de resultats tan
generals 1
der aplicar-lo a una série de funcions que per si mateixes te-
nien interés a Liouville 1li va caler estudiar de forma sistemd-
tica la integracid elemental d'una familia de funcidn que in-

Z

X X .
clou e /x’ e’ , sin x/ , etc.

X

ol

Més en concret: es proposd de donar un métode cert per
X

- A~
e

[o)]
ta
F
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tal, i en cas afirmatiu trobar-ne 1l'expressid.
. , . X
Demostra aleshores, 1 en primer lloc que 44 fe ydx és

elemental es %é:

JeTvdx = e” (atfy +...+ Ay ) sent a,fb, ...,N  funcions racio-
o 2 N - 2 — FRY SR nt . __..* 2 ey B oy —_—1a A= — el ol P 3 S
ViLs Ude X 1L M= gri } . L aguli, 1 declivdllt d4dillouous HNCLEeEs ue .1d4a
igualtat obté& un con-iunt d'eguacions diferencials de vprimer or-
gualtat obte un conjunt ' eguacicns gcltrerenclials de primer orx

zat en las seves dues primeres memdries pot construir les

a, B, ... ,A en cas d'existir i ja esta.
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Aram a traiva 1tn nYv ne
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siqgui e /X ("dont les géometres se sont beacoup occupds").

ex/X = eer y = l/", gr{y) = 0. Si fex/x dx é&s elemental es

tindra: fex/X dx a funcid racional de x. Derivant

1]
o
>

resultard que ex/x = e"\(a+a') i per tant 1/x = ata'. Ara hau

riem d'aplicar el métode d'en Liouville, perd en aquest cas el

problema &s més senzill. En efecte: a = P/Q, (P, Q) =1,

9 =xQ, (X,0;) = 1. Aleshores 1, = p, +2/Q-PQ' O(E*P')-PQ’
1 1~1 /x /Q 02 02

i, per tant, Q2 = X(Q(P+P') - PQO'). Es tindrad doncs que

r > 1 de manera que er Qf = (XQl P+P') - PQi), (Xl’Qi) = 1.

En conseqgtiéncia X\PQi , absurd.

Concloem doncs gue feX/X dx  no és elemental.
Fent un canvi de variable2adequat es pot aplicar el mateix pro-
cediment a la funcid fex dx, 1 en general a integrals del ti
pus feP p dx, P i p funcions algebraiques de x.

L'Gltim resultat d'en Liouville sobre tot aixd és que
P

B T Ny s e ot B S Ry o mam e 4 4 2 i R - - - ~..d
per integrar elementalment una expresiid del tipus Pe“+...+Qe*
P;p;--.:;Q,0 funcions algebraiques de x cal saber-ho fer a ca

(o)}

De aix0 es dedueix, per exemple, que [ sin x, dx
VARt

J cos X, dx  no s6n funcions elementals.

Fins agqui hem exposat resumidament els treballs de Liou-
ville sobre aquesta qgiiestid. En els 150 anys que han transcorre

gut el T. de Liouvillo no ha estat millorat sensiblement en el
seu contingut, encara que si transformada la seva forma d'expo-

sicid i demostracib. Amb tot, durant molts anys el tractament
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' .
ha estat el d'e , en el llibre de Handy

]
=

"Integration of functions of a single variable" (1906 la. ed,
1916 2a ed), que &s una exposicid de la teoria del calcul de
primitives de forma sistemd3tica i que recull la majoria dels mé
todes conegus a l'época, hi apareixen enunciats els resultats

d'en Liouville perd remetent directament a les seves publica-

cions originals. Fins i1 tot en el llibre de R{E de l'any 1948
"Integration in finite terms" es tracten aquestes gliestions en

forma analitica.

Es a mitjans dels anys seixanta, quan les possibilitats
de 1'ordinador permeten concebre el cdlcul de primitives de for
ma completament mecdnica (i no heuristica com fins aleshores),

e nou a fon

!

a0

que els resultats d'en Liouville sdn revisats

[o}

trobar el perqué real del seu Teorema. I el que es va trobar fou
que el hesultat no depén tant de Les propietats de kes funcions com de

Les propletats de La dernivacid, propietats que es poden formular en

1'anvy
-

ho
Ad u&ll

“aa
ja h
1945 en donar un mé&tode per integrar en termes elementals una

certa familia de funcions.

6. Plantejament algebraic.
Anem a veure quin és aquest enfocamente actual. Els pri

maonl fnlhd e
OA AL {4

Y

v 3 Riral
7 1 DT

-

S'anomena co0s diferencial qualsevol cos K (gque suposa

=

rem commutatiu i de caracteristica 0) dotat d'una derivacid, és

a dir, amb una aplicacié D:K —> K t.g. D(xty) D(x)+ D(y) i

I

D(x.y) = xDy + yDx. Al conjunt C = {x €K\D(x) 0} se l'ano-
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mena subcos de les constants de la derivacid D. Si E CF é&s

una extensid de cossos diferencials es diu que £'extensié és dife

nencial si D, = D,. En general, i si E &s un cos diferen-
| E -—

cial i e %7 [<Te) elements de E direm gue 2 = log v gi

cial i x, y son elements de E direm que x leg v si

Dx = Dy/y, i x =Expy si Dx/x = Dy.

Vegem uns exemples: si E &s un cos diferencial i
E(t) &5 una extensid simple transcencent, es pot donar una deriva-
ci6 de E(t) definint a D(t) com vulguem dins E(t) i des-
prés estenent per linealitat. En canvi, si E[t] & una extensdd
algebraica de E només es pot definir d'una manera la derivacid
a E[t]). AixiI que tenint en compte que ¢€(x) &s sempre un cos

diferencial t& sentit pensar en el cos €(x) ('\/'5(_, evV?®, log x)

com a cos diferencial, independenment que com a cos de funcions
tingui realitzacid en alguna regid del pla complex (cos liouvi-
11ia).

Si tenim una extensid diferencial E CF, x € F dinem

que &5 elemental sobre E si x &8s algebraic sobre E, 0O bé

log vy, v € E. Es dird aleshores

X =Expy, Y€E, 6 bé x

que E CE (61,...0n) = F &s una extensid® elemental si 61 és
elemental sobre E(6,,...,¢,_,)} V¥i. Sigui, dons, E un cos
diferencial, x € E direm que &s .nfegrable elementalmente scbre E
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de Liouville es pot enunciar aleshores aixi:

Teorema.- Sigui E un cos diferencial. x € E & Lntegrable

elementalment sense noves constants 54 £ només 44 I Cqses-,C S Cpr
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de manera que, sobre €,

(Risch)).

o

7. Una demostraci

existeix una sola expre
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La demostracid é&s per JLnduccid sobre

1
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- 0 algebraic. Podem suposar

que si G = G (E(0)\E) és

ja que els E-automorfismes

de E(6). 8i g
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escollir sem

________ pre algebrai
I el

ambdbs problemes sbn equivalents

ssid de la forma

gr(P,.) <gr(Q,) i Q, polinomi

J
icid en fracciones parcials).

0

n,F = E(Gl,...

n)'

no hi ha res per provar. Fem hipdtesi d’induccid.

que E CE(f) es normal, de manera

el grup de Galois es té:

u,), . . Yo EegG
1’/0(ui)

i

de E(0) commuten amb la derivacid

tindra que
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o
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i utilizant les propietats del loga-
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-~ ™ 'a) - ™ Bl < el
L s gi i l.Jlll ) 4 < rij
x = 2 a 5 +Eblh+D(P+2 z /Q]):
i=1 * i i=1 i i=1 j=1 i
k,
r i
amb a; bi constants, hi EE i P+ 3 ¥ Pi.,nj
i=1 3=1 “3/%i
la descomposicid en fraccions parcials de v. Ara nomds cal fer

servir la unicitat d'aquesta descomposicidé aixi com les propie-
tats de l'exponencial i del logaritme per veure gue 1'expressid
anterior &s de la forma enunciada.

Una demostracié que no depén de les descomposicions en
fraccions parcials i realment molt bonica va ser donada por Ro-

coanlicht 1'anvy 1075 noat s
LA B e e oo MALI e I T S —ca

. ~Yoabl=)
FAR=AR RV A=)

[0

sobre el mbédul de les diferencials.
8.- L'dlgebra diferencial.
Si volguéssim situar en un marc més ampli tot aquest te

ma hauriem de citar paraules de Kaplansky: La Zeornia d'integracid

An Srranlimiat nlowmnatale £ not wamiam Ao ata_dFarme i Ap DAl le A onian D N
U UICAUTL CALLTICTAUALD KO UK THENW UL AL ACUIAL UL DUALUAS UAJE/LENCAUL, Ul
Lo mateixa manera que Les construceions amb regle £ compds ho s6n de La teo-

nia de Gakois algebraica en el sentit que fan s0ls 5'hi utilitzen Les parts
més elLementals d'aquesta Leoria.
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de segle XIX per Picarnd £ Vessiot: aquests dos autors varen estu-
diar el conjunt de transformacions de les solucions d'una equa-
cid diferencial lineal homogénia, i van descobrir que formaven
un grup de Lie. A més a més aquest grup era resoluble si i només

si l'equacid diferencial es podia resoldre per gquadratures, sen

an aanccificar cgaire B gud 8 a1 e 3ivwd volia dir mh +ot
- CDHU\&J—J—J—\JL&J— Mddd LA Mue = A= M e Ay Vivaa Nhdo Lo LAiAS s ey
i degut essencialment a qué la teoria de grups de Lie no era
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suficientment desenvolupada aixiI com a la falta de precisid
dels seus conceptes aquesta teoria va estar oblidada practica-

nt KN anvyve fing nae n T'anywy 1048 1a va aoi
C oV anys I1ins ue Cndln, ~ any 1749, i1a va Si

ot Q

en el lloc adegquat. Aquest era L'ALgebra diferencial, creada per

Ritt anys abans. Podrien resumir d'aquesta manera la idea de
Kolchin:

per a cada equacid diferencial lineal homogénia ex{sfedx
una extensid digferencial K C K(al,...,an) sent K el cas on estan

U S

equacid un conjunt de sol
cions linealment independents de 1l'equacid. EL£ grup de Galods dife
reneial (&s a dir, els K-automorfismes que commuten amb la deri
n grup de Lie sind un ghup algebiaic de ma-
ntre les
subextensions diferencials i els subgrups algebraics, de manera
que si anomenem extensi Liouvitliana a 1l'obtinguda per adjuncid
a un cos diferencial d'integrals & exponencials d'integrals &
elements algebraics es té& que una equacid diferencial lineal
homogénia &5 rescluble per quadratures (s a dir, les seves solu-

Tier Y

T3~ 471715 ~\ ¢/
Lauviadidiiay

2

o
&
5
§

O
&
LE)
£

de Galois digerencial #6 Fa component de PLa Tdentitat resolublo.

Aguesta teoria ha estat una de les motivacions més fortes
pel desenvolupament de la teoria de grups algebraics lineal que,
practicament, va néixer amb els treballs d'en Kolchin. L'esmen-

tat llibre de Kaplansky &s una bona introduccid al tema.
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